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HOTES SUR DEOX TRMADX DIBEL RELiTIFS i LIHTÉGRATÍON 

DES DIFFÉREHCES FiSISS (') 



lo Le premier des íravaux d' Abel que noiís allons considérer^ fut publié dans ]e Magazin 
for NatiirvirdenskahernG (Ghristiania, t„ jí, 1823). Dans la troisième partie de ce travail 
[OEuvres completes^ 1881, t. i, pag, 21) domie le grand analyste la formule suivante: 



1 ... I n"'^-"2V""n*"¥V cu 



(1) S cp (.í.) = / 'f H do: - ^^ (a;) + i — ^ -'-- . ™--- + C, 

2 €7 O 2% &"^ — 1 

oíi E(p(ír) represente Tintégrale íinie de cp (o?) et C une constante arbitiaire, et en fait appli- 
cation à la détermination de quelques intégrales définies^ qui avaient été considérces par Le- 
gendre dans ses Exercices de Calcid integral^ parmi lesquelles se trouve la suivante: 



(2) 



. lít , 

é^^í — l e'' — l u 2 



Cest de cette formule (1) que nous allons premièrement nous occuper, pour en faire une 
nouvelle application, en démontrant au moyen d'elle et de (2) la formule qui donne Fexpres- 
sion de la dérivée d'ordre quelconque des fonctions de e^, connue par le nom de formule 
d^Herschell. 



(1) Esto trabalho foi publicado cm um dos volumes das Acta Matliematica^ consagrados á memoria de 
Abel, que foram publicados na occasião do primeiro centenário do nascimento d'este grande geometra. 
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,^í \ '2n 



%n ^^n 



Appliquons, pour cela, la formule (1) à la fonctione^^^cc^^, n étant un nombre entier po- 
sitif et u un nombre quelconque, et remarquons que, au moyen de Tintégration par parties, 
on trouve 

pux pU (íc-j-4) 

et par conséquent 

pux r pu / pu \ 2 

En posant alors 

Q = 2n-2-í-^3J_^-í3 + ..., 
on trouve 

J"*"^ /„ . ut ^ ^ ut\ clt 1 r o e'' . . / e"" \^" m 



c2n 2ncc2«-i , 1.2...2n 



^^ zt^ I • • • 1 ^^2«+l 



. + - 



+ -^ cc^^ + Cg-«^. 



Les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux membres de cette identité 
doivent être égaux. En considérant premièrement ceux de x'^^ on trouve Tégalité 

J i) &"'—! e^—1 u 2 1.2...2n 
qui, à cause de la formule (2), fait voir que C = 0. Et, en y posant ensuite íc = 0, il vient 



/ 



t^"" sm -^ dt ^^ 

2 . .X ,, 22" e^ 



— ^ — = (- 1)^+1 _1__L_ A02^ A202« 

pu \ 2«— 1 -] 1 9 9n 

— I A2w 0^^ + í— n«+i 22« — 
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En appliquant la formule (1) à la fonction cc^^— * e^^^^ on trouve de la même manière 



í 



^2^-^ COS -^ dt ,,^ , 



= í-.\)n± _1_ A02»-^■ 






• • + ( -tZ-t-V ' A^"-* O^"-*] - (- 1)" 2^-1 ^•^••^f" -^-. 



Mais, d'un autre côté, en dérivant les deux membres de 1'ógalité (2), par rapport à u^ 
2n — 1 et 2n fois, on trouve 



f 



In— 1 pHQ rl^ 



o é^ -1 



De ces deux égalités et des deux precedentes on tire la suivante: 

Maintenant il n'a qu'un pas à donner pour obtenir la dórivée d'ordre m de y^fie^') par 
rapport à t^. II suííit qu^on forme quelques dérivées successives de f{e^) pour remarquer 
qu'on a 

y{rr^) =f (e^^) e'' + A/^ (e^) 6^'' + B/'^ (e^^) 6^^ + . , . +/(^^ (e^^ ^""'S 

A, B, ... étant des nombres, qui ne dépendent pas de la fonction considéróe, et qu'on peut, 
par consóquent, obtenir au moyen d'une fonction particulière. En appliquant, pour cela, cette 
formule à la fonction {&^ — 1)~S on trouve 



y{m) 



On a donc 



pU r- pU / z>w \ 2 / nU \ m— 1-1 

-^-^ri-1.2A--^ + 1.2.3B(-^) _... + 1.2...m(-/— \ 1. 
' — 1) L e" — 1 \e« — 1/ — \e» — 1/ J 



A = -^t.^O-, B = ^3A3o^ C = ^-^A^O», 
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et, par conséquent, 



1 . ^ 1 . ^ . O 



qui est la formule cVHerschell, 



II 



2o Le seconcl travail d' Abel , que nous allons considérer, fut publié poiír la première fois 
après sa mort, et se trouve dans le tome il, p. 1, des OEitvres completes. II y donne la repré- 

sentation de Tintégrale finie E — par une intégrale définie, au moyen de laquelle ii Tétudie. 

lei nous allons étudier la même fonction en prenant pour point de départ une série qui la 
represente, et en appliquant les méthodes da la tliéorie des íonctions analytiques* 
Considérons la série 



(1) 



CO -j^ 



1 



1 Lm'^- (711 + xy-. 



oíi a represente un nombre positif quelconque, laquelle contient comme cas partioulier quel- 
ques-unes qu^on trouve dans la tliéorie de la fonction V(x)^ qui correspondent aux valeurs en- 
tières de a, et supposons que m^ represente une queioonque des valeurs que prend z^', quand 
z = mj et qu'on determine (m + cc)^ par la condition de se réduire à la valeur clioisie pour 
m^, quand x==0. 

Cela pose, nous allons démontrer que la' série considérée est uniformément convergente 
dans une aire A, limitée par un contour quelconque, laquelle ne contienne aucun des points 
d'afíixes — 1, — 2,-3, ... 

Pour cela nous remarquerons premièrement que, si n est le premier nombre entier supé- 
rieur à la plus grande des valeurs que prend le module de x dans Taire A, il suííit qu'on 
démontre qu'est uniformément convergente dans cette aire la série 



1 1 



n-^i[m^- (m + x) 



'-y^' 



ou 



1+-) -1 

m^ 



i = n-\-i m'^-{pi-\-x) 
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ou 



\x 1 + 6- 



a-l 



^=w+i m(m-{-xy- 



ouX<i, o<e<i. 



Or il est facile de voir qu'il existe un nombre M, que le module de 1.x (1+^ 



m 



a-l 



ne 



peut pas surpasser, quand x varie, sans sortir de Taire A, et m prend les valeurs n + lr 
w + 2, ... En eífet, si a > 1 , on a 



1 + e — 

m 



a-l 



< 1 + 



X 

m 



a-l 



<2 



CÍ-1 



quand m>n et \x\<n; et, si et <1, on a, en supposant encore m>n et |a?|<'í 



1+6- 



m 



i-a 



> 1 + ' 



i-a 



>1 



71 + 1 



et par conséquent 



l + < 



X 

m 



a-i 



<í^ + l. 



Nous avons dono 



Xíc 1 + e — 

m 



a-i 



7n(m + xY' 



< 



M 



< 



M 



< 



M 



m\m + xf m{m — |íc|)^ (wi- 



^«+^ 



Mais la série 



M 



est convergente. La série (1) est donc uniformément convergente dans Vaire considérée A, et 
elle définit, par conséquent, une fonction Li (íc), que nous allons étudier. 

3, Soit íCq Taífixe d'un point quelconque de Taire A. Chacun des termes de la série (1) 
peut être développé en série ordonnée suivant les puissances entières et positives de x — a?^, 
convergente à Tintérieur d'un cercle dont le centre est le point d^affixe íCq et dont le rayon E> 
est égal ou supérieur à la distance de ce point à celui des points d^aíSxe — 1, —2, — 3, ... 
qui en est plus prochain. Mais, d'une autre côté, la série (1) est uniformément convergente 
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dans tout cercle de centre íCq et de rayon inférieur à R. En appliquant un théorème de 
Weierstrass bien connUj on voit dono que la fonction définie par la série (1) peut être déve- 
loppée en série ordonnée suivant les puissances de x — x^^ convergente à Tintérieur du cercle 
de rayon R; et que^ par conséquent, elle est reguliere en tous les points diíFérents de — 1, 
-2,-3,... 

II convient encore remarqiier que —1, —2, —3, ... sont des points critiques de la fon- 
ction considérée et qu'on a 

[x -\-nf 

V{x-\-n) répresentant un développement ordonné suivant les puissances de x-\-n qu'il est 
facile d^obtenir^ et que cette égalité a lieu pour toutes les valeurs de x reprósentées par les 
points de Tintérieur d'un cercle dont le centre est le point d^aííixe — n et dont le rayon est 
égal à Tunité. 

4. En développant Li {x) en série ordonnée suivant les puissances de cc, on trouve le 
résultat 

Life^-c/S X <^+^)s x^ I ^-(^ + ^)(^ + ^) g ^3_ 

■^U^y — ^- ^a-f 1 ^ ^ ^ -O^j^j^X -f 12 3 ^a+3 '^ •••5 

en posant 

.Q9 _ 1 1 A 4- _L -j_ JL -4- 

'""""' 2^ 3* 4^ ' 

laquelle est convergente à Tintérieur de la circonférence de centre O et de rayon égal à 
Tunité. 

On tire de cette égalité les suivantes: 

L:,(0) = «S,+i, L'/(0) = -a(a+l)S„+2, ... 
dont nous allons faire usage en cherchant le développement de la même fonction en série or- 

X 

donnée suivant les puissances de — -—r, 

ÍC + Z 

Pour cela, remarquons, en premier lieu, que Ia droite tirée par le point d'aííixe — 1, per- 
pendiculairement à Taxe des abscisses, divise le plan de représentation des x en deux demi- 
plans et que, dans celui qui contient le point d'affixe O, la fonction Li [x) est holomorj)he. En 
appliquant maintenant un théorème que nous avons démontré dans le Journal de Crelle 
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(t. cxxii, p. 98), on conclut que la fonction Li (x) peut être développóe en série de Ia forme 

i"W=Í.^(;Í2)". 

convergente dans ce demi-plan. On determine A^^ au moyen de la foi*mule 
qui donne 



OU 



22 A? — 1\ 2^ 

A, = 2aS,^,-(n-l)-^-a(a+l)S,_^,+ ^ ^ j ^-^-^ a (a + 1) (a + 2) S,_^3 

Se En dérivant ?2 fois la série (1) par rapport à Xj il vient 

OC -j 



Lr(cc)==:(_l)^-4a(a + l)..,(a + n-l) S 



Donc entre la dérivée d^ordre n de Li (cc, a) et la fonction Iji^x^a-^n) existe la rélation 

[_ m=l ^^^ 

6o Nous avons sapposé jusqu'ici que les binômes qui entrent dans la série (1) sont des 
branches quelconques des fonctions qu'ils représentent. En nous plaçant maintenant dans un 
point de vue plus parti culier, nous supposerons qu'on choisit les valeurs des quantités 
1^5 2^', 3^y . . » ; qui entrent dans cette série, de manière qu'elles coíncident avec celles que 
prend, dans les points d'af]íixe 1, 2, 3, . . ., une branche uniforme de la fonction cc^', déter- 
minée par une certaine valeur initiale et par une coupure, qui parte du point d'aííixe O et 

VOL. II B 
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10 



que X ne puisse travesser, et qu^on prend poiír valeurs des binomes (I+íc)^, {2-\-xy-^ 
{?>-\-xy-, ... dans chaque point celles qae prend la même branche de x'^- dans les points 
l-\-x^ 2 + cc, 3-f-cc, ... Alors, si Ton change dans la série (1) x en í;c + 1 et si Fon repré- 
sente par K^ et K^ les sommes des a premiers termes des deux séries, on a 

k;-k, = ^ ^ , 

(1+ícf {a+l+xf 
et, par conséquent, en posant a=OD, 

1 



Li (íc + l) — Li i^)'- 



{l+xf 



1 1 

La fonction Li (x) represente donc Tintógrale íinie de , et Li (x — 1) celle de — . 

(1 + xf- x'^'' 

La fonction Li {x — 1) coincide donc, dans le cas particulier maintenant considere, avec ia 
fonction L(íc) de Abel. 
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II 



m Li mwmM m friciís riiíí[lles 



[Jornal de Sciencias Mathematicas e Astronomomicas, tomos I e IL 
Coimbra, 1877 e 1878) 
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SUR LA DÉCOMPOSITION DES FMCTIONS MTIOKNELLES 



!• Toute fraction rationnelle de x peut être décomposée en un polynôme entier èt en une 
fraction dont le numérateur est d'un degré moindre que le dénominateur. 

Cette fraction peut être encore décomposée, comme on sait, en d'autres, dont les déno- 
minateurs sont des puissances d'ún binôme du premier degré en. x. Beaucoup de géomètres 
se sont occupés de la détermination des numérateurs de ces fractions, et ont même donné des 
formules générales pour les trouver, mais ces formules font dépendre les numérateurs les uns 
des autres. 

Le savant géomètre M. Hermite a donné, dans son Cours dfAnalyse, des formules directes 
pour trouver les numérateurs des fractions simples, dans lesquelles ou peut décomposer la 

fraction rationnelle ^^— -. 

Le but de ce travail est de généraliser cette doctrine, pour donner une forme, que je 
crois nouvelle, aux formules qui donnent les numérateurs des fractions simples, dans les- 
quelles on décompose une fraction rationnelle, forme qui a Tavantage de donner ces numé- 
rateurs independamment les uns des autres. Les formules, auxquelles je parviens, contiennent 
les formules de M. Hermite comme cas particulier. 

2, Toute fraction rationnelle propre, après avoir été réduite à son expression la plus 
simple, peut être décomposée de la manière suivante: 



Fi(cc) Al A2 A 



a 



F (íc) X — ai {x — aif {x — aCf- 

Bi B2 Bd 



+ - 
+ 



X — a% (x — aíf (x — «2)^ 

Li L2 L^^ 



{x—a^ {x — a,^^ {x—OnY 
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Al, Aâ, A3, . o ., Bij B^, . . ., Li, L2, . . . étant des constantes, et 

F (x) = (x — aiY (x — a.^)^..,{x — a,)'^. 

Le problème à résoudre est la détermination des quantitós Ai, A2, . . • , Bi,'B2, . . . , Li, L2, . . 
Nous supposerons premièrement Fi (x)=l, 
Evidemment 



1 



1 



1 



1 



[x — ai) (x — «2) ai — a^' X — ai a^ — ai' x — «2^ 



donc, en multipliant les deiix membres de cette ógalité par -, et en appliquant ensuite 



la formule precedente aux produits 



et 



1 



(x — ai) (X — as) [x — «2) (íc — as) 
1 1 . 1 



, il vient 



1 



{x — ai){x — «2) {x — as) (ai — a^) (ai — as) * x — ai (a<^ — ai) («2 — a^)' x — a% 

+ "^ .-^. 

{as — ai) (az — a<í) x—as 
En continuant de la même maniere, on obtient en general la formule suivante: 



1 



1 



1 



(x — ai)(x — «2) • • • (íe — ««) («1 — 02) («1 — 03) • • • («1 — íín) ' x — ai 

1 1 



(1) 



(02— ai) («2 — «3). 
1 



■ 0„) X — «2 
1 



Mais, d'un antre côté, 



hl 



X — «1 — hl X — «1 [x — ai)^ (x — ai)^ 



1 



1 



hl 



(2) 



K 



,x — a„—h„ X — a„ (x — a,,)^ (te — a,,)^ 



(a„ — «i) {a„ — «2) • • . («tt — «n-i) x—an 






{x-aif 



X — 02 — h-2 X — «2 {x — «2)^ {"l^ — «2)^ {^ — C^y 



Ã^-í 



(«-««r 
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1 



1 



h± — lii (h% — Ãi)^ 



«1 + ^1 — [<H-\-h<^) cti — <^2 (<^i — ci<^)^ (ai — a^)^ 

1_ 1 hs-h (h-hiT- 

ai+hi—{as + h) ai — az («i — aa)"^ («i — «3;^ 



+ . 



1_ _ 1 , hn — h {K — JiiY 

cii + hi — (a„ + A^i) ai — a^ («i — a«)'^ (<^i — cinf 

En remarquant que le coefficient de h^ k^ dans le développement de (k — hy^-^^ est 
( — 1)^ [(m + ^)Ci^], les formules precedentes se transforment dans les suivantes: 



(3) 



aj+Ãi — (a^-j-Ãa) «i — «2 («i — «2)^ 



(ai — «2)" ^r 



1 



^3 — hl 



«í + ^1 — («3 + Ã3) «1— «3 («1 — as)^ 






1 



^n ~~ ^1 



«1 + /U — («n + ^n) <^1 — «n («1 —- <^/i)' 






(ai — an) 



^ò('^-^^4-X 



dans lesquelles ^'^ h'^^ . . ., §("— ^) peuvent avoir toutes les valeurs entières et positives, 

En substituant les développements (2) et (3) dans la formule (1), après avoir changé en 
celle-ci: «i en ai+^ij <^2 en «2 + ^2, «3 en as + Z^s, etc, et en égalant les coeffieients de 
h^~^ h^~ h^^~ . . . hy~ dans les deux membres, on obtient une équation, dont le premier 

membre est :^^7~r et dont le deuxième merabre est une somme de fractions simples, dans 

F{x) 

lesquelles ^ se peut décomposer. 
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On trouve ainsi que le numérateur de la première fraction, c'est à dire de la fraction 
X — ai' 



-j est 



en étendant le S à toutes les valeurs entières et positives^ qui satisfont á 1'équation indéter- 
minée: 

(5) ^' + r + r^ + . . .+hi^~^) =:^ a-1, 

Le numérateur de la fraction ~--x peut être obtenu de la même manière. Nous 

(x — aiy 
avons dans ce cas: 

A.-( n«-2v [IP + §'-!) Cã'] Ui + r-l)C¥] [(X + SC-i)-])^^-!)] 

^í^2 — V — -^J ^ Q^T^w X "YT^wT — X ... X 7- — t. » 



OU 



A 

En general, le numérateur de - — • ^ ,. est donné par la formule 

{x — aiy ^ 

en posant 

§/ _|_ ^// 4. ^/// + . . . •+ §(«-!) == a — z. 

Bi B2 B3 
Pour trouver les numérateurs des fractions , , ...5 — 5- il sufíit de 

(x — «2) {x~a^y , {x—~a^y 

changer dans les formules precedentes a en p et ai en a^, 

Cl Câ C-r 



De la même manière on trouve les numérateurs des fractions - 



x—a^ [x—a^y (íc — C/2) 

en changeant dans les formules antérieures: a en y, et ai en «3. 
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En continuant de la même manière on obtient tous les numérateurs des fractions simples^ 
dans lesquelles on peut décomposer la íraction 

En faisant dans le formule (6) ai = a^ a^z=h^ T "^ ^5 •••5 ^ = 0, on obtient poiír 

Al, A2; ... les expressions 

r 1 ,a-i [(P + «- 2)0 ( «-!)] ,_2 [(p + «-3)C( «-2)] 

qui s'accordent avec les formules qui se lisent dans le Cours d'Analyse de M. Hermite, en 
cliangeant a en a + 1 ^t p en p + 1 . 

On aurait pu aussi déduire ces formules des formules connues: 



H' a (a- 1)... 2.1 ' 
•^ " ^(«) • " («+!)«... 2~ + ^('-<-l) • a(«+l)...2' 

'J - H^A ■ (^+2y^+Tj:TT3 + ^(=<-i) ■ (M^iy^.Tjj ^ ^(«-2) • i[7r:w' 



F'-^---')(ai) , ^ F<2-2)(a„) F(^^) («O 

mais le calcul aurait été beaucoup plus complique. 

3e On voit que, pour ealculer les numérateurs Ai, A9, .Aa, . . ., Bi^^Bg, B3, . . ., nous 
avons premièrement à résoudre Téquation indéterminée : 

oú l\ y^ h'"^ . . ., §(«-!) doivent être des nombres entiers et positifs, problème qui se presente 
en beaucoup de questions importantes d'analyse. 

On peut, pour cela, suivre une règle due à Hindenbourg, que nous allons extraire de» 
Instituições Mathematicas de Simões Margiochi^ en renvoyant pour sa dómonstration à cet 
excellent ouvrage. 

VOL. II n 
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En supposant 



nii =1, i-{- í^ 1-^2^ . . , , m 



ni^) 



mr'==mi, Wi^,5 w,^2 



, ... 5 



m,„ 



.f> = mP>, r«í$„ m!?,, ...,7nL^) 



les racines de réquation indéterminée seront donnós par les égalités symboliques: 

<|iie Ton doit développer en ayant égard à la signification des symboles. 
Si, par exemple, réquation indéterminée est 

íl viendra 

íc == 4 — 7n^^\ y = mf'^ — m^, z =-■ m^ 

oUj ayant égard à la signification des symboles, 

02 = 4 — TWOj y = m{) ,2 = 
a? = 4 — 7711,?/ = mi -1,^=1 
íc = 4 — mg, y = m^—2^ z = 2 

íc = 4 — 7W4, j/ = w4 — 4, 2; = 4. 

La prernière ligne donne cinq systèmes de racines, la deiixième en donne quatre, h 
troisième en donne trois, etc. Ces solutions sont: 

4, O, O 3, 1, O 2, 2, O 

1, 3, O O, 4, O 3, O, 1 

2, 1, 1 1, 2, 1 O, 3, 1 
2, O, 2 1, 1, 2 O, 2, 2 
1, O, 3 O, 1, 3 O, O, 4. 
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Je vais exposer inaintenant une autre règle, que je crois nouvelle, pour résoudre la même 
question, et qui est plus avantageuse pour notre but, parceque non seulement nous avons à 
résoudre Téquation 

^' + r + ^"^+, .. + s(«-i)=w, 

mais encore les équations 

h' + h" + h'^' + . .. + ^(n-i)_,n-l, 

^/ -j.. ^/z _|_ §/// 4_ . . . _|_ ^(n-l) _ ^ _ 2, 

^' + h'' + ^'^' +, . . + ¥^'~^) = m--3, 



Pour plus de clarté, nous allons raisonner sur un exemple^ mais il est. facile de voir qiia 
ce que nous allons dire est general, 
Soit proposée Téquation 



Écrivons premièrement 



x + y + z + t = 4:. 



4, 3, 2, 1, 0. 



Écrivons ensuite devant cliacun de ces chiffres ceux qui lui étant additionnés donnent 4 
ou moins de 4. On obtient 

4,0; 3, 1; 3,0; 2,2; 2, 1; 2,0; 1,3; 

1,2; 1,1; 1,0; 0,4; 0,3; 0,2; 0,1; 0,0. 

Devant chacun de ces groupes mettons les chiffres qui ctant additionnés aux chiffres d« 
groupe donnent 4 ou moins de 4. II vient 



4,0,0 


3, 1,0 


3,0, 1 


3,0,0 


2,2,0 


2, 1, 1 


2, 1,0 


2, 0, 2 


2,0, 1 


2, 0, 


1,3,0 


1,2, 1 


1,2,0 


1,1,2 


1,1, 1 


1, 1,0 


1, 0,3 


1,0,2 


1,0,1 


1,0,0 


0,4,0 


0,3, 1 


0, 3, 


0,2,2 


0,2,1 


0, 2, 


0, 1, 3 


0, 1,2 


0, 1, 1 


0,1,0 


0,0,4 


0, 0, 3 


0,0,2 


0,0, 1 


0, 0, 0, 
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Devant chacun de ces groupes mettons maintenant les chiffres qui adclitionnés à ceux de 
ce groupe donnent 4, et nous obtieiídrons : 

4, O, O, O 3, 1, O, O 3, O, 1, O 3, O, O, 1 

2, 2, O, O 2, 1, 1, O 2, 1, O, 1 2, O, O, 2 

2, O, 1, 1 2, O, O, 2 1, 3, O, O 1, 2, 1, O 

1,2,0,1 1,1,2,0 1,1,1,1 1,1,0,2 

1, O, 3, O 1, O, 2, 1 1, O, 1, 2 1, O, O, 3 

O, 4, O, O . O, 3, 1, O O, 3, O, ] O, 2, 2, O 

O, 2, 1, 1 O, 2, O, 2 O, 1, 3, O O, 1, 2, 1 

O, 1, 1, 2 O, 1, O, 3 O, O, 4, O O, O, 3, 1 

O, O, 2, 2 O, O, 1, 3 O, O, O, 4 

qui sout tous les système de racines entiòres et positives de l'éqiiation proposée. 

II est convenabie, pour voir si Fon a oubiié qiielque système de racines, de chercher une 
formule qui en donne le nombre. Cest ce que nous allons faire. 

On sait par TAlgèbre que 

[(m + w) Qn] = [(m + Ji- 1) C (n- 1)] + [{m^n-2) C («- 1)] +• • ■ 
+ [(m + « - g) C {n - 1)] + [(to + n - 2) Cn], 

d"oíi l'on déduit 

[(m + 2)C2] = [(m+l)Cl] + [(m + 2)Cl]+...+ [2Cl]+l, 
[(m + 3) C3] = [{m + 2) 02] + [(to + 1) C2] +. . . + [3 C 2] + 1 , 
[(TO + 4)C4] = [(TO + 3)C3] + [(m + 2)C3] + ... + [4C3] + l, 

[.■m+M-2)C(n-2)]==[(TO+n-3)C(«-3)] + [(TO + íi-4)C(w-3)] + ... + [?i-l)C(n— 3)] + l. 

Cela pose, eonsidérons premièrement l'équation 

Le nombre de ses racines entières, positives ou nuUes, est éga! à m+l; et nous avons, 
par conséquent, en représentant ce nombre par Na, 



N2 = to + 1 = [(to+1)C1]. 
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En considérant ensuite réquation 

et en remarquant que le nombre N3 de ses racines est égal à la somme des nombres des 
racines des équations 



n'+r==m, ò'+r = m-i, h' + r==m~2, ..., r+r = o, 



on trouve 



N3 = [(m + l)Cl] + [mCl] + [(m~l)Cl]+...+ [2Cl] + l, 

et, par conséquent, 

N3 = [(m + 2)C2J. 

En continuant de la même manière, on est conduit à poser 

N,_â = [(^+^-3)C(7z-3)], 
oíi Nn_2 represente le nombre des racines de Téquation 

h^ + ¥ + ... + h(^'-^-)==m. 

Pour établir cette formule, nous la supposerons vraie, et nous allons dómontrer qu'elle 
subsiste quand TÓquation proposée est 

h' + h'^ + .., + hi^-^) = m, 

Pour cela, il suffit qu'on remarque que le nombre des racines de cette équation est égal 
la somme des nombres des racines des équations 



h' + r + 
h' + r + 



_j_ 8(n-2) _ ^^^ 

+ Ò'"-2) = 772—1, 



et qu'on a, par conséquent, 

N,_l = [(m + n-3)C(n-3)]^-[(w + n~2)C(7^--3)] + ... + [(n-l)C(7^^3)] + l, 
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ou 

Cette formule domie donc le nombre des racines entières, positives ou nulles de Téqua- 
tion indéterminée considórée. 

Dans Texemple proposé nous avons m = 4 et n = bf donc N3 = 35. 

Après avoir résolu Téquation x-\-y-{~z-\~t = á^ pour rósoudre Téquation x-\-i^-{-z-{~t==3^ 
il n'est pas nécessaire de répéter tout le calcul précédent, parceque il siiííit dans les groupes 
de trois chiffres de joindre á chacun un cliiffre tel que la somme des quatre chiíFres du groupe 
soit ógale à 3. II vient ainsi 

3, O, O, O 2, 1, O, O 2, O, 1, O 2, O, O, 1 

1, 2, O, O 1, 1, 1, O 1, 1, O, 1 1, O, 2, O 

1, O, 1, 1 1, O, o, 2 O, 3, O, O O, 2, 1, O 

O, 2, O, 1 O, 1, 2, O O, 1, 1, 1 O, 1, O, 2 

O, O, 3, O O, O, 2, 1 O, O, 1, 2 O, O, O, 3. 

Pour résoudre Téquation 

x + y + z + i = 2 . 

il suffit de poser devant chaque groupe de trois chiffres un ehiffre qiií additionné à ceux du 
groupe donne 2, et il vient: 

2, O, O, O 1, J, O, O 1, O, 1, O 1, O, O, 1 O, 2, O, O 
O, 1, 1, O O, 1, O, 1 O, O, 2, O O, O, 1, 1 O, O, O, 2. 

De la même manière on obtient les systèmes de racines de Téquation 

qui sont 

1, O, O, O O, 1, O, O O, O, 1, O O, O, O, 1. 

Comme application de cette doctrine, décomposons en fraction simples la fraction ration- 
nelle suivante; 

1 1 



x^ — 6x^ + Ux^ —16x'^ + 9x^ — 2x {x—\f{x — 2)x 



Al , A2 , A3 , Ai , B O 



x—l ' {x-lf ' (x-lf ' {x-l)'^ 
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En posant dans la formule (6) i= 1, a = 4, 3 = 1, Y = l, ai== 1, «2 = 2, «3 = 0, il vierxt 

étant §^-j-ã'' = 3, et par consóquent h' = 3^ 2, 1, 0; ce qui donne Ai=0. 
De la même manière on obtient, en posant i = 2, 

ce qui donne ^' = 2, 1, O et par conséquent A^-^ — 1. 

En continuant de la même manière^ c'est à dire en faisant { = 3 et ^' + ^^^==15 ^t après 
í = 4, h^ + r = O, il vient A3 = O, A4 - - 1. 

La même formule (6) donne 

d^oíi Ton déduit B=^^. 



On obtient aussi 



C = ^ [(3 + ^)0^ ,. + ,., o, 



ce qui donne C = — — 



Le résultat de la décomposition de la fraction proposée en des fractions simples est donc 
suivant : 

J_ \_ 



Fi (x) 
4. Nous allons passer maintenant à la décomposition de la fraction rationnelle ^ ^ . en 

des fractions simples. 

Nous avons 

Fi (x) Ml Mg M,, q?i (íc) 

= Y h • • • H - + 

F(a?) x — a{ {x—aiY {x — ai^- cp (a?) 
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ou 

(jj>(x) = {x — a^)^{x — aiy, . ^(x — cin)^^ 

et nous allons déterminer les constantes Mi, M2, Ms, . . ., M^,, 
En faisant x = a{~\-h. il vient 

F,, (ai + h)^ Ml M2 Mc.. ?i («1 + h) 

FÇai + h)" h h^ '" ¥- cp (ai + h) ' 

Le quotient de la division de cpi (ai + ^^) P^i' 'f (<^i + ^^) ne peiít contenir qwe des puissances 

entières de h^ parceque cp (ai) n'ótant pas nulle, ^—r~r- ne peut pas être égale à Tinfini; et par 

'^^"^^ 111 

conséquent Mi, M2, M3, . . ., M^ sont les coefficients de -7-/7^7 T3; • • • dans le dévelop- 

^ ^ Fi (ai + A) . . . , _ 

pement de -.p— ^ — —~ suivant les puissances de li, 
^ F(ai + /i) ^ 

Cela pose, nous avons 

Fi {x) Al Fi (x) A. Fi {x) A^_ Fi {x) 

¥ (x) X — ai {x — ai)^ {x — aiY 

, BiFi(c6') B2Fi(^) / ^ B3F.i(íc) 



X — a^2 {x — a^)^ {x — a2)P 
+ 

L,Fi(.t) ^ UF.i(x) , L^Fi(a^) 



[x — a„) [x — a,,y^ (x — o-n)^ 

Al, A2, o . ., Bi, B2, . . ., Li, L2, . . ., étant des constantes que nous avons déjà déterminées 
précédemment. 

En faisant x = ai-{-h dans le premier terme de cette somme, il vient 

Xil z ■ J\.i 



h 

= Al h-\ Fi (ai) + Al F (cri) + Y ^1 ^Fi' (ai) - 



De la même manière le second terme de la somme donne 



MFi(a^i + h) _ ^ ^^^ ^_, ^^ ^^^^^ ^ ^^ ^_, j^, ^^^^ + _! A2 Fi' (a.) + . . . , 
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et le troisième donne 



A3 ^'^''' + ^^ = A3 h-^ Fi (ai) + Á3 h-^ Fl (ai) + ^±2 h-^F'l (ai) + ^ A3 Fi" (ai) + .. . . , 



2.3 



et on peut continuer ainsi pour tous les termes de la première ligne. 

En faisant cc = ai + Ã dans les autres lignes, il ne viennent des puissances negatives de 
Ã, et pour cela il ne faut pas y avoir égard. 

Les coefficients de -r- seront donc 
h 

AiFi(«i), A2Fi(aO, ••., i.2..\a-l) ^'"~"^^'^' 
et par conséquent 

Ml = Al Fi (ai) + A2 Fl (ai) + . . . + ^ ^ ^^^^-1) ^''"'^ ^'''^' 

Additionant séparóment les coefficients des sócondes, troisièmes, etc. puissances de -7-, 
on obtient les valeurs de Ms, M3, M4, ..., et nous avons ainsi les formules suivantes: 



Mi = AiFi(ai) + A2Fi(aO + -|-A3Fi(ai)+... + y-2-^^^ 

M2 = Aâ Fl (ai) + A3 Fl (ai) + -1 A4 Fl' (ai) + . . . + -^-^^-~ Fí«-^) (ai), 



(7) 



Ma = A3 Fl (ai) + A4 F^ (a,) + -1 A5 Fl' (ai) + . . . + 3^2.. "^ (1-3) ^^'"'^ ^""'^^ 
Ma = Aa Fl (ai), 



qui sont les formules que nous cherchions. 

Pour trouver les numérateurs Ni, N2, N35 ... des autres fractions simples dans lesquelles 

Fl (x) 
on peut décomposer ^^rr — ^j dont les dénominateurs sont x — a^, (x — a^f^ etc, il suffit de 

h (x) 

changer dans les formules precedentes ai en ai et Ai, A2, A3, . . . , Aa en Bi, Bs, Bs, . . . , Bg . 
II faut faire des changements analogaés pour trouver les autres fractions simples. 

VOL. II D 
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On aurait pu aussi déduire les formules precedentes des formules connues: 
F(«Vai) 



Fi (ai) = M„ . 



a(a— 1)...2.1 ' 






Soit, par exemple, à décomposer la fraction 

x^ — 6x^-\'l4:X^-—lQx^^-^x^- — 2x~{x^lf'^\x--lf ' {x — lf'^x—l'^x — 2'^x' 
Les formules (7) donnent 

Mi = 3Ai— A2 + A3, 
M2 = 3A2-A3 + A4, 
M3 = 3A3-A4, 
M4 = 3A4, 

mais nous avons déjà vu que 

Ai-=0, A2 = — 1; A3 = 0, A4= — 1, 
il s'eii suit donc que 

Mi=:l, M2==-4, M3==l, M4==-3. 

De la même manière 011 trouve 

N^3Bí, P = 5Gi, 

mais nous avons déjà vu que Bi =— - et Ci = ^5 donc 

N = — P = -A 
2 ' 2 ' 
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et par conséquent 



X? — OÍC + Ô 



1 



2 



2 



^6_6íc^+14<r^— 16í;c3_|_9^2_2í;c íc— 1 (.^—1)2 ' (x — \f [x — l)^ 



5. Comme application de la décomposition des fractioDS rationnelles nous allons déduire 
quelques formules, dont nous aurons à user plus tard. 

On sait que toute fraction rationnelle propre peut être développée en une serie ordonnée 

suivant les puissances entières croissantes de — . Nous avons donc 



Fl {x) _ ^i I ^2 , W3 , 0)4 , 



et nous allons déterminer coi, oj2, 0)3 , etc. 



Fd(aí) 



En dóveloppant en serie les fractions simples, dans lesquelles on peut décomposer -^Fw-y? 
il vient 



/ — CjÍ\ \_^ X fAj X I 

7 — ÍÍ2 i_ X X X _} 

Lx x^ x^ J 



x—ao 



= P. -- + 



donc 



S 



]VL 



X Cv.i X 



SM, S M,, a, SM, a] 



en étendant le S à toutes les racines de F (x) == 0. 
De la même manière on obtient 



Ma 



(X — ãi)'^ 

Ms 



(x — cii)^ 



M3 



4 + 2Í^ + 34 + --.], 



X 



"1 + 3^ + 64 + .. 

_ «/• t/^ tAy 
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et par conséquent 



M, _SM, SM^ SM,a1 
(cc — a^^ x^ x^ x^ 



{x — aif x^ 



,5 1 • • • 7 



En égalant maintenant le développement de à la somme des développements des 

Fi (x) 
fractions simples dans lesquelles - ^ peut être décomposóe, il vient: 

^ ' ^Í2 + ^3 



X x^ x"" x x^ 



+ - 



En égalant donc les coefficients des mêmes puissances de x^ on obtient les formules: 

0^2 = S M, «1 + S M2 

a)4-2M.,a? + 3SM2a! + 3SM3a, + SM4 



n general, on obtient la formule suivante: 

comme il est facile de voir en ayant égard aux termes génóraux des développements des 
fractions simples, qui donnent pour les coefficients de les valeurs: 

X 

SM a" SM ^^^ + ^^---''a"- VM 3(3 + l)...n ^ 4(4+1)...^ 



ou 



VM." .VM.n-1 ^(t^-1) 



SM^a?, nSMgarS — Y-õ-- ^ M3 <-', etc. 
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6. Comme on sait, un des principaux usages de la décomposition des fractions ration- 
nelles se rencontre dans le Calcul integral^ lorsqu'il s'agit d'intégrer ces fractions. 

Ainsi pour inté2:rer .^ ; , dx on décompose la fraction -~-4- en des fractions de la forme 

-, et après cela on integre ces fractions au mojen des régies connues. 



{x — aY 

, En faisant donc usage des formules que nous avons données précédement pour la décom- 
position des fractions rationnelles, nous avions à employer les formules (6) et (7). II est ce- 

pendant plus simple de décomposer seulement la fraction -^ au moyen des formules (6). 
En effet ^^'^ 

En intégrant par parties, on obtient 

De la même manière nous avons 

Ç F\(x)ãx Ft(a;) 1 Ç F'í(x)dx 

J (x - «i)'-* ~ " (/í - 2) {X - a,)''-^ '^ k-2j {x-ai}^' 



Ç Fl{x)ãx F'l (x) , _L_ C FIM 



dx 



et par conséquent 

^ Fi (x) dx ^ p r Fi (x) 



Xj QjX .r-, ^ I X 



^iix) 1 F'i{x) 



{k — l){k — 2)' {x — ciif-'^ {k—\)(k — 2){k — i) " {x — aif-^ 
1 F<"-'> {a')dx ^ 1 Ç Ffy(x)dx 1 



(A;_1)(Ã;_2)...(Ã — n) (£c — Oi)''-» ' {k — l){k — 2)...{k — n) 
Considérona cette dernière intégrale. 
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Comme Fi (x) est une fonction rationnelle et entière, une de ses dérivées doit être une 
quantité constante. 

1.® Si Fi""^ (x) est cette dérivée constante, et h—n> 1, il vient 



J 



Ff > {x)dx Y? (x) 

{x — aif-"" ~ ~ {k — n—l){x — aif-''-'^ ' 

Fi (x) 



et rinté2:rale de Ia fraction - — ■ -j- dx est al^ebrique. 

^ (x — aif 

2.^ Si Y^^\x) est constantCj et k — n=^l^ il vient 



/ 



Fr(^)^_ 



(x) J{x — ai), 



FiH_ 
(í^ — aif 

3.^ Si A; — n est égal á Tanité, avant de Ff ^ (íc) être constante, on obtiendra 



et rintégrale de ~ j^ dx est transcendante. 



f w^dx__ r 



Ax''' + Bx^-^ + . . . + K 



^ íc — ai 

ou 



í Zi!MÍ^= í aí^m-l^^_|_ j 5^m-2^^_|_ j eícm-3^^_^_._l_ í ^ ^^ _^ j _A_ 






m m — 1 



ou a, 6, c, etc, sont les coefficients des puissances de x dans le quotient de la division de 

Ff ^ (cc) par x — ai^ et R est le reste de cette division. 

L'intéOTale de ~, — ^--^^-^dx est donc algebrique si E est nul. c'est à dire si a^ ast une racine 

(x — a;) 
deFf)(í^) = 0. ^ ^ 

Fi (x) 
^. La décomposition de la fraction rationnelle -^ / en des fractions simples, dont nous 

avons parle au n.° 4, peut être encore obtenue d"une autre manière, que nous allons 
exposer. 

.La fraction proposée est 

Fi (íc) _ Ao x^' + Ki x^''-^ + Aa x^''-^ + . . . + A^, 
¥ {x) (x — bi){x — h).^.{x — b.n) 
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Divisant le numérateur de cette fraction par x — 5i, appelant '^(x) le quotient, et remar- 
qiiant que le reste est Fi (5i), en vertu d'im théorème d'Algèbre bien connu, nous avons 



X — 61 ' X — 61 



Divisant les deux membres de cette égalité par x — Ih^ et appelant ^i(x) le quotient de 
la division de cp (íc) par x — h^^ il vient 



^ii^} = ., .^v+ J?í^ + __Íii^)__ 



En continuant de même on obtient les égalités suivantes: 



Fi(^) _ ,,^ ,. j^ lii^ + 1^^ + Fi(50 

{x — 61) (íc — hi)[^x — Ò3) ' " V ^ X — 63 (x — h^ix — "^3) {x — hi)(x — h<i)(x — ès)' 

Fl {X) _ ^^^ ^^^ ^ (p, (&4) ^ cpi (03) ,_ Cp (6á) 



(íc — hi){x — 'bí){QC — h-i){x — Ò4) * ^ ^ ^^_^^ ' (í;j^_53)(^ — 5^^ (^í^_52)(íC — Ô3)(í»- 

^ F,(5,) 

(cc — hi) (x — &2) {x — 63) (cc — 64)' 



(8) 



j_ l(h) ^ F.1 (^0 

[X — ^2) (íc — b's)...{x — hn) {x — bi) (x — h<£). . .{x — hn)* 



Cette dernière formule rósout la question proposée, parceque les numérateurs des fractions 
qu'y entrent sont constants, et noas avons déjà donné au n.° 2 des formules pour décomposer 
les fractions rationnelles, dont les numérateurs sont constants. Nous devons encore remarquer 
que les formules precedentes sont applicables dans le cas de '¥ {x) contenir des facteurs égaux; 
il suffit alors d'y rendre égales celles des quantités hi^ b^2, ^3, • • • qui correspondent aux 
facteurs égaux. 

Quand le degré de Fi (x) est inférieur de i unités à celui de F (x) quelques unes des 
quantités çpw_i (a?), cpn-2(^w)? ?n-3 (&«-i), '•• sont nuUes. 

Nous ferons encore remarquer que, dans le cas de ¥ (x) = donner^ par exemple, a ra^ 
c nes égales à ai, faisant bi = b% = b^ =,,,-= a[^ et continuant à appeller a^, «3 . . . les autres 
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racines, dont les degrés de multiplicité sont P, -(, S . . ., nous aurons en (8) des pareelles de 
la forme suivante à décomposer: 



1 



(x — aif (x—a^f.. 
1 


..{X-Unf 


{x — ai]''~^ (x — 02)P . . 
1 


■ ■{x-a„f 


(x-aiy--^(x-ai)K. 
1 


..ix-a„f 


{x — a^f■-'Ua) — ai)K. 


..(x-a„f 



En dócomposant la première au moyen des formules (6) du n.^ 2, on obtient Ai, A2, A3, 
etc.5 qui sont les numérateurs des fractions dont les dénominateurs sont x — ai^ (x — «1)^^ 
(íc — ai)^, etc. 

Après, pour décomposer les autres fractions, il n'est pas nécessaire un nouveau calcul^ 
parceque les numérateurs de x — ai, (x — ai)^, (x — ai)^, etc, sont: A2, A3, A4 ... dans la 
deuxième fraction; ils sont A3, A4, . . . dans la troisième, et ainsi de suite. 

Nous allons appliquer cette doctrine à Texemple déjà considere au n.^ 4: 



(x — l)^(x — 2)x' 



Nous avons 



cc^ — Sx-\-5 ^, 3 
== 02 — 2 H ^, 

X — 1 X — 1 

x^--3x + b , 1,3 

1 



(«) 



(£C-1)2 X-l ' {X-If 

x^~3x + ò 1 1 



{x—l)^{x—2)x {x-lf{x — 2)x (x—l)^{x — 2)x ' (x—iy{x — 2)x' 
La dernière fraction fut déjà décomposée au n.° 3, et nous avons trouvé 



-IA 

1 1 1,22 



(íC— 1)^(CC— 2)íC {X—If (x—iy ' 32 — 2 
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doiíc, par le remarque précédent, 



2 . 2 



{x — lYíx~-2)x x—l {x-lf ' x~2 ' X \ 

1^ 1_ 

1 1,2 2 



(x—l)^{x — 2)x {x — iy^ ' x — 2 X ' 

Substituant ces fractions en (a) et faisant les additions noiís obtenons: 

x^-Sx + b _ 1 4____^ _1 3 2 2 

comme au n.^ 4. 

8» Nous allons maintenant traduire par des formules générales ce que nous venons de 
dire au n.^ précédent. 

Comme ípi__i (x) est le quotient de la division du numérateur par le dénominàteur de la 
fraction 

Fi (x) 



{x — bi){x~h)* . .(a? — è^}' 

on a, en représentant par RÇx) le reste de la même division, 

(9) ^^i._,(x)=^Box^^'~^-\-BiX'^'-^~' + B^x-'-i~'- + . . .-|-B,n_,_iít?+B„,_,-, 

R (a?) = cío + cci íc + «2 0?^ + . . . + aí_i a:?^*-*, 

et nous allons déterminer Bo; Bi, B^2, etc. 
On a 

Ao x^ + Al x^^'-^ + As x^^'-'- + . . . + A,,_^ í:c^ + . . . + A,,__i x + A^ 
= {x~ bi) (x — h^2) (x — bi),,,{x~ bi) 
X (Bo x-^-'^ + Bi a?"^-^--i + . . . + B^_^_i X + B,,_0 
+ c(o + ai a? + «2 í»^ + . • . + í^i-i í^^"~* 
= {x^ - Si íT^-i + Sâ íP^-2 - S3 x^~^ + . . . ± S o 
X (Bo ^^^-^ + Bi.ír^~^-i ■+... + B,^_^_i X .+ B,^_,-) 

+ «o + «1 57 + «2- ÍT^ + .....+ CCi._i íí?^-*, 
YOL. II E 
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ou Si, Sa, S3, ..., Si représentent la somme de toutes les combinaisons des quantités 
bi, h-2, 63, . . ., hi prises une à une, deux à deux, trois à trois, etc. 

Mais les coefficients des mêmes puissances de x aux deux membres de cette égalité doi- 
vent être égaux; et on a, par conséquent, en considérant seulement ceux de a?"*, íc™"', a?™"^, 
. . . , a;'-*, a?', qui ne dependent pas des coefficients de R (íc), 

Ao = Bo, 

Ai = -BoSi + B,, 

A2= BoSí-BiSi + Ba, 

A3 = -BoS3 + BiS2-BâSi + B3, 



Ai = (- \f (Bo Si - Bi Si_i + Bj Si_2 - . . . + (- 1)' Bi), 
Ai+i == (- 1)' (Bi Sj - B2 Si_i + B3 Si_2 -... + (- l)í Bi+0, 
Ai+2 = (-!)• (B2 Si - Ba Si_i + B4 Si_2 -... + (- l)'' Bi+2), 

A»_i = (- l)í (B„_5i Si - B,„_2i+i Si_i + ... + (-!)' B™_i), 

lorsque m^2i; ou 

Ao = Bo, 

Al =-BoS,+Bí, 

Aa = BoSa-BiSi + Bs, 

A3 =-BoS3 + BiS2-B2Si + B3, 

A„_i = (- 1)»-^ (Bo S™_i -Bi S™_i_i + ... + (- 1)™-' B„_i), 

Iorque m<2i. 

La première des équations de chaqu'un de ces groupes donne Bo, la seconde donne Bi, 
la troisième donne B2, et ainsi de suite. 

On peut obtenir immédiatement les valeurs des quantités Bo, Bj, B2, . . ., B au moyen 
des formules: 

Bo = Ao 

Bi = Al + Ao Si 

B2 = A2 + AiSi + AoS2 

B3 = A3+A2Si + AiS2 + AoS3 



Bi = Ai + Ai_i Si + Ai_2 S2 + . . . + Ao S;, 
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oíi Si, Sá, S3, . . . représentent les sommes des combinaisons des quantités Si, 62, Ss? ...;&• 
prises une à une, deux à deux, trois à trois, etc, pouvant Ia même quantité entrer plus- 
qu'une fois en chaque combinaison, c^est-à-dire: 

s; = 6,+&2+...+s,=s, 



Les formules precedentes sont applicables au cas de F (x) contenir des facteurs égaux. 
II faut alors y rendre égales quelques-une des quantités 61, 5-2, ^3, etc. 

Cela pose, pour obtenir cp.n_i (ít), (fn-^{K)^ (fn-d{K~i): •••5 ¥1(^3), ^{h), nous ferons^ 
dans la formule (9) i = n^ n — 1, ?i — 2, ... 2, 1 et nous y changerons x en &„? ^n-^h ^n—^^j 
.... 63, h' 

Nous allons appliquer maintenant cette doctrine à Texemple dójà considere: 

x^ — 3x + ò 



(x—l)^(x^2)x' 
La formule (8), en faisant 

bi = b^ = b^ = bí = 1, 65 = 2, &6 = O, n = 6, 



donne 



Fi^_ç^(^)+?4(0)^ <P3(2) ^ cp,(l) ^ cp,,(l) 



'^ x(x-2)(x-l,^^ x(x--2){x-l)'^' 

et la formule (9), en y faisant m=2 et i = 6, 5, 4, 3, 2, 1, 

05 (x) = O, cp4 (0) = O, cp3 (2) = O, cp, (1) = O, 

(pi(l) = Bo = Ao = l, 

cp(l) = Bo + Bi = Ao + Ai + BoSi = -l, Fi(l) = 3, 

par conséquent nous obtenons le même résultat qu'au n." 7. 

9. Les formules (6) donnent 1'expression algebrique des numérateurs des fractions sim- 
ples en lesquelles on peut décomposer une fraction rationnelle, en fonction immédiate des 
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quantités données. On peut áussi trouver rexpression algebrique de ces numérateurs en fon- 
ctíon des dérivées d'iine certame fonctioix/comme a iaitMr.Serret dans son Cours d/ Algebre 
supérieure, Nous allons exposer ces formuIes.^ 
Nous avons 



Yi{x) Ml M2 M^ <pi(j^) 

l_ = |- h • • • H - h 

F(íp) x — ai {x — aif {x—.aiY ^{x) 



ou 



(^{x) = {x — a<í)^{x — a^)^.. ,(x — anj^. 

En posant x = ai-}-h^ il vient 

Fi(ai + A) Ml . M2 , M« ?i(«i + Ã) 

F(ai + Ã) '~~h 1^ '" IF "^i-^h) 

et, multipliant par /i^, 






Nous avons déjà dit que ^ !" \ -u\ ^® contient pas des puissances négatives de ã, donc 

la formule precedente represente le développement de — 7"^' \_-l\ ^^ série ordonnée suivant 

les puissances entières et positives de h. Par conséquent cette formule doit être identique à 
celle de Maclaurin, qui est 



a-l 



íí^i^:|=^(«,+,)=^(„,)+,^.(a.)+_^^. («,)+... +_^ 



étant 



?(^) 



= c{.(<r). 
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Cette identité donne 



M, 



(10) 



V. = t («i).> M^-1 - ^' («^)^- :M«_2.= .^^j^,,,:M„_3 =7727^' 



^' = 1.2. ..(«-2)' ^* - 1.2. ..(«-!)■ 



Nous avons donc 

F^j-) (^-aif (íc-aif-^ "* 1.2...(a-l)(íP-ai) cp (^) ' 

On trouve de Ia même manière les nuraérateurs des autres fractions dans lesquelles on 
décompose la fraction donnée. Nous avons donc 

F(ír) (íP-aif (íT-aif-' '" 1.2. . .(«— l)(a;-ad) 



(íc-as)^ (a7-a2)M ' ' ' ' 1.2. . .(|5-l)(íc-a2) 






étant 



(íc — a„)^ (o; — a„)'^-* ' " " 1 . 2 ...('/.- 1) (íc — a„) ' 



,^ Fi (x) 



^(.) = (.-«,)PÇ^|, 



t/ (a;) = (íc — a„) 



F(^)- 



IO. En comparant les formules (10) aux formules ((>), remarquant que, lorsque Fj (£c) = ly 
les Mj coincident avec les Aj, nous obtenons une expression algebrique de la dérivée d'ordre n 
1 



de la fraction 



Y(x)- 
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En effet, cette comparaison donne 






étant 

h' + r + ,.. + ¥^'~^) = a^{, 

ou, faisant a — i = m^ et substituant ai par ce, 



(íc — a-2) ^ (íK — Gf3) ' . . . (cc — a J^ 
~ 1.2. . ,md^' 

étant 

^' + â^^ + ... + ^(«-i) = m. 

II* Nous avons dans les números précédents trouvé Texpression algebrique des numé- 
rateurs des fractions simples dans lesquelles on peut décomposer une fraction rationnelle. 

Fi (x) 

Quand on veut décomposer une fraction particulière - , Tapplication des formules pre- 

cedentes donne beaucoup de peine, et par conséquent il est préférable employer des autres 
méthodes, qui sont bien connues. Nous en aJions exposer les plus simples, quand les racines 
de F(cc) = sont réelles, et quand sont imaginaires. 

Soit proposée la fraction 

Fi(cc) Yi{x) 



¥{x) (x — aif- {x — a2y\..{x — a,X 
Nous avons premièrement 



FiH _e(a,) + . ^''- -^-'^'^'^ 



[x — «1 ) '^ (x) X — Cli cp (x) ' 
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étant 

íp (x) = {x — «â)^ (íc — «3)"^ • . . (íc — a„)^, 

oíi Ac( et cpi {x) sont donnés par les formules 



Cp (ai) ' ^ ^ -^ a? — ai \ / t v /? 



dont la première vieiít de (6) et (7), et dont la deuxième vient de la formule precedente. 
En divisa nt par íc — aj , il vient 



'^y ('^- ^ = e, (x) -L J (^V ^ _A_«_. _ ^ __ ?iM_ 



(íc — ai )^ (p (íc) ,'» — aj (cc — ai)^ (a? — ai) <p (cc) * 

En décomposant de la même manière la dernière fraction, on obtient 

yifa) __ A (f^{x) 

(x — ai)çp(a?) X — ai Ç (í^) ' 

ou A e (f=í(x) sont troavés comme précédemment. 
Donc 



^1 H _ e /^V 1 ^ («O + A , Aa , cp2 (CC) 



Aa-i Aa íp2 (íc) 



= 01 (a?)-, , -<, i — ^ 



En divisant par x — as, il vient 



í^iH _g . V I gjM j Aa_i ^ ^^ I 12_(^) , 

{X — ai}'^(D[x) "^ ' a? — ai (x — ai)^ (x — ai)^ (a? — ai) cp (a?) ' 



La dernière fraction donne 



(p2 (a;) ^ A^ tp3 (a?) 

(a? — ai) (f{x) X—- ai cp (a?) ' 
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donc 






(x — ai)'^ (f {x) -^ x — ai (x — ãi)'^ [x — aif (f (x) 

Ací_2 _j_' Ací-i , Aa ff3(x) 



X — ai {x — ai)^ (x — Qi)^ ? (^) * 

En continuant de la même manière on obtient la formule 

Fi(a?) Fi(a^) Ai A2 A^ cpjí^) 



(cc — ai)^-cp(ít?) F(ít?) íc — ai (íc — ai)^ ' (x — aiy- ^{^) 

. Fi (íc) 
Ainsi la décomposition de la fraction ^^— reste dépendante de la décomposition de la 

?a(^) ' \ . ' . " 

fraction — - — , qui ne contient pas dans le dénominateur (cc — aij". Cette fraction donne de 
<f{x) 

la même manière 

?«H_ Bi B2 . , . Bg i^p(^) 

cp (x) (x —, aa) {x — a<if . {x — a^y '^ (x) 

ou c|; (íu) ne contient pas {x — a<^y, 

En continuant de la même manière on décompose complétement la fraction proposée. 
Nous allons appliquer cette doctrine à Texemple déjà considere 

ix—\y{x — 2)~x' 

Fi (.7-) = x^-'òx + b, cp {a) = (x-'2)x, 
Áa ='"— 3, cpi (x) = áx~ b 



Nous avons 



donc 



etj par conséquent. 



x^-$x + b '\_ 3 ;^, 4.r-5 

(:r — 1 j/(^ — 2) íc ~~ íT -^ '- (íT --7 2yí * 
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Ensuite 



íc2 — 3a? + 5 3 , 4x — ò 3 , ^ , ^ — ^ 



{x—iy^{x — 2)x {x—lf ' {x—l)(x~2)x [x—lf ' x—l ' x{x — 2) 

Continuant de la même maniére, on obtient 

_^_~-3x + b 3 1 ò — x 

{x-iy(x — 2)x ~ (^Zri)ã + ^^3:i)2-+ {^x-l)x(x-2) 

3.1 4 . 4x-~5 



{x—lf ' [x—lf x — l ' x{x — 2) 
et ensuite 

x^- — 3x+ò 3 , 1 4,1, 5-cc 



{x—l)^(x — 2)x {x—l}^ ' (íc — 1)^ (íc— 1)2 ' a?— 1 ' íc(íc — 2) 

3.1 4.1 2.2 



(ít?-l)* ' {x — iy (x—iy^ x—l X ' x — 2' 

Fi(x) . . 
On voit par le n.^ 4 qu'on peut aussi faire la décomposition de divisant Fi (ai + ^) 

F(a + /z) ^"^^ 

par — ^^ -. 

¥'■ 

12o Nous allons considérer maintenant le cas de le denominateur de la fraction proposée 
contenir des facteurs imaginaires du premier degré. La méthode de décomposition precedente 
est encore applicable, mais on sait qu'on peut éviter les imaginaires décomposant la fraction 
proposée de la manière suivante : 

Fi(í^) Al a? + Bi A2a? + B2 Aax + Ba 'f i H 

F (x) (x^ -{-px + g')^' {x^^ ^px + (]_y'~^ ^'^ + J^^ + 2' í* (^) 

étant x^^^px-Y^l ^^ produit de deux facteurs imaginaires conjugues x — ^ — ^' / — 1 et 
X — 6 + 0'^— 1, et cp (o?) le produit de tons les autres facteurs de Y (x), 

Pour trouver Ai, Bi, A2, B2, etc, on peut proceder comme dans le cas précédent, par- 
tant de a=l. Nous avons, en eíFet, 

Fi {x^ A B lIíM 

VOL. II F 
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etant 






clone 



Fi(.t) ^ K + KV-1 K-KY-1 cp,(c,) - 

~ {x—df + d'^^ "^ cp(í6') * 

Procédant comrae dans le cas des facteurs róels, c'est-à-dire faisant des multipiications 
suceessives par x'^-{- ijx^ q^ on décompose la fraction proposée. 
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líliS Mm mi Dlf[R8AS QUESÍÕES D[ ÂiiLfSE 
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EXTRAIT D'DÍ1E LETTRE ADRESSÉE A 1. HERMITE 

(Bulletin des Sciences Mathématiques, 2.^ série, t. XVII. Paris, 1893) 

Permettez, Monsieur, que je voiis presente une manière bien simple de former des fon- 
ctions analy tiques qui admettent pour espace lacunaire un cercle. Je m'appuierai sur le 
théorème suivant, dont on trouve une démonstration bien simple dans le Traité d'Analyse de 
M. Picard (t. II, p. 138). 

Si lés fonctions /i (^), f± (2), /s {z)\ . . . peuvent étre représentées par les développements 
suivants, dans les environs du point Zq^ 

■fiiz) = a^ + «i (z — z^) + «2 (2J — ^0)^ + • • • , 
'f^{z) = a^ + a[{z — z^) + ai{z — ZQf-\-,, ., 



et si la série sui vante, que Ton obtient en rèniplaçant chaque terme des precedentes par son 
module et en additionant ensuite les résultats, 

I «o 1 + 1 <^i I I ^ — ^0 1 ~t~ I ^^^ 1 I ^ — ^0 P "!"■•• • 



est convergente dans les environs du même point, le produit 

[l+/n(^)] 

represente une fonction holomorphe de z dans les environs du point ^^ 



n = l 
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Cela pose, je considere le produit 



(1) 



II 



w = 2 



1 



1 ) z'i 

n 



et je remarque premièrement que ce produit est convergent quand |2|> 1, parce qu'il est 
alors 



1 z^ 

n / 1 

lim — r — ,- = - — 



1- 



n+1 



<1. 



Soit dono |2;q|>1. Nous avons, dans les environs de ce point, 
1 



1 Y z'' ( 1 — — ) z]\ 






et le théorème précédent fait voir que le produit (1) represente une fonction de 2, holomorphe 
dans les environs de ^q, quand la série 



00 -^ p 

y. -7 r^ 1+^ 






...] 



est convergente. 

Mais cette série est equivalente à la suivante: 



1 



1 \^^ 



qui est convergente quand 

I ^ ^0 1 "^ I ^0 r -*■ í 
parce qu'alors le rapport d'un terme au précédent tend vers la limite, inférieure à Tunité^ 



i^old- 



Hosted by 



Google 



47 



Donc la série precedente est convergente dans le cí^rcle dont le centre est le point d'affixe 
Zç,^ et dont le rayon est ógal á la quantité positive \zq\ — 1, et le produit (1) represente ime 
fonction holomorphe dans les environs du point 2;^. 

Le point Zq est d'ailleurs un point quelconque tel que Ton ait |^q1> 1. Le produit (1) re- 
presente donc une fonction holomorphe à Textérieur du cercle de rayon égal à Tunité. 

Je remar querai maintenant que les racines de la fonction (l) sont donnces par Téquation 



1, 



en attribuant à n les valeurs 2, 3, 4, . . . , et que cette équation domie 

(/c = 0, 1,2, ...,«-l). 



z ■- 



e " 

n 

Donc les racines qui correspondent à chaque valeur de n peuvent être représentées par 

des points d'une circonférence de rayon égal á — et ces points divisent la circonférence 

n 
en n parties égales. 

Quand n tend vers l'infini, le rayon de la circonférence precedente tend vers l'unité et les 
points qui représentent les racines de la fonction (1) augmentent d'une telle manière que, 
dans le voisinage de chaque point de la circonférence de rayon égal à Tunité, il y a une 
infinité de points qui représentent des racines de la fonction (1). Comme les racines des fon- 
ctions.holomorplies doivent être séparées par des intervalles finis, il n'existe donc une fonction 
holomorphe qui soit la continuation, à Tintérieur du cercle de rayon égal á Tunité, de la 
fonction (1). 
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SUR UNE FORMULE D'INTERPOLATION 



(IVEémoires de la Soeiété Royale des Sciences de Liège, 2.e série, t. X. Liège, 1883) 



Le biit de cette Note est de démontrer une formule qui permette de déterminer une fon- 
ítion de cc, quand on connait les valeurs qu'elle prend, ainsi que ses dérivées, pour des va- 
eurs particulières données á la variable. 

Si nous dósignons par ai, «2, . . ., ct^ les valeurs attribuées à cc, les valeurs de la fonction 
òt de ses dérivées seront représentées par le tableau suivant: 



^ = ^v Vv Vv vl-^ '"^yf ^^ 
^ = S' Vv Vv yi^ '-^yf~^\ 



n^ J n'^ U ti^ J u") • ' • j j^j 



A ce problèrae correspond, en Géométrie, la détermination d'une courbe qui passe par 
es points (ai, y\\ (a%^ 3/2), ..., (a„^ y,^ et qui, en ces points, ait des contacts d'ordres- 
i — 1, p — 1, ..., \ — 1 avec des courbes données. 

Appelons/(íí?) la fonction chercliée et soit 

F {x) ==(x — ctif {x - a2)P . .. (x— a,,y\ 
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f{x) ^ Mi Ma ^ M„ 

F (£c) ~ (íc - «i) {x-aif '" {x- aif 

Ni Na Ng 

_| I h • • • H 

(íc — «2) {x — Oif {x — a^)^ 

Kl K2 K. 



j r • • • 1 ST? 



et déterminons les numérateurs de ces fractions. 
Si nous donnons k x \eí valeur «i + A, dans 



ou 



il vient 



f{x) Ml M2 M^ çpi(ít?) 

F(cc) {x—a]) [x — aif {x — aif- cf (cc) 

cp (pc) = {x — as)? (íc — a^)^ . . . (cc — a^)'^, 



f(ai + h) Ml M2 M^ cpi ai + ;^ 

F(ai + A) A ^^ h!"- cp(ai + /i) 

Le quotient de cpi («i -f- /z) par cp («i + A) ne peut contenir que des puissances entières de h^ 
parce que ne peut devenir infini pour ^ = 0; il en resulte que Mi, M27 . . . , M^ sont les 

coefficients de — , — , . . . , ■ — dans le développement de ^^-^— suivant les puissances de h, 

D'autre part, en appelant Ai, A2, . . ., A^; Bi, B2, - . •, Bg; . . . ; Pi, P2, . . ., P^ les 
numérateurs des fractions simples que Ton obtient en décomposant .= — r-, nous avons 



f{x) Al/H ^ A2/(a;) , , AJ{x) 



Y (x) (x — ai) {x — aif {x — ai)^ 

{x — a%) {x — a^)^ {x — as)^ 



(x — a^ (x — anf (x — Ufi) 
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En faisant x==ai-\-Ti dans le premier terme de cette somme, il vient 

A. —f—- = Al ^ 

= Al Ã- V(«i) + A) /' (ai) + i A,, hf" («O + • • • 
De même, le second terme donne. 

A^f(ai + h) ^ ^^ ^_,^ ^^^^ ^ ^^ ^_,^^, ^^^) ^ ^ ^^^„ ^^^) _^ _ _ ^ 

le troisième 

'^'■^^^3 '^^^ = A3 h-^f(aO + A3 h~^f (ai) + -1 A3 Ã-'/" («O + . . . 

et ainsi de suite. 

En faisant cc = ai+A, dans les autres lignes, on n'obtiendra pas de puissances négatives 
de Ã, comme nous Tavons dit tantôt. 

Les coefficients de -j- sont dono 
h 

Ai/(ai), A,/ (ai), . . . , ^ .2. . ■(«- 1) -^""" ^"^)' 
et nous avons 



Ml = Ai/(aO + A2/' (ai) + • . ■+ 1 . 2 . . . f« 3iy-^''~" ^'")- 

En sommant separem ent les coefficients des puissances du degré 2, 3, 4^ ... de — ^ 
nous trouvons de la même manière les valeurs de Ma, M35 M4, etc, à savoir: 

M, = A,/(«i) + As/ (ai) + i- Mf (ai) + , . . + -^_A___^/(.-2) («,), 



.(a-2) 

K^ 

."(«-3) 
M, = A,/(ai). 



M3 = A3/(ai) + Mf (a.) + i- As/" («i) + . . . + ^ . ^ . .^fa - 3 ^' °~" (^^)' 



Hosted by 



Google 



51 



Pour obtenir les numérateurs Ni^ Ng, N3, etc, il suffit de changer, dans les formules pré- 
cédentesj «i en «2? a en p et Ai, As, . . ., A^, en Bi, B2, . . ., Bg. 

On obtient les aiitres numérateurs des fractions simples en faisant des changements ana- 
logues. 

Nous serons conduits finalement á la formule suivante: 



/(a,) = F(x). 



Al 



A. 



A3 



A2 A3 



K 1 



{x — «1)' 



Vi 






1 A. 



.+ 



« .^(«-i) 



+ 



+ 



1.2...(a— 1) {x—ai) 
B) Ba Bo 



. {x — a^) (x — a^)^ (íc — Gfâ) P 

B2 B3 B 



% 



.(íc — a^) (x — «2)^ (pc — «2)^' 



zr]^/. 



+...- 



1 



B 



P__JP-i) 



1.2. ..(p-1) («-«2) 



Pi 



+ 



+ 



Í-- 

L (^ — a„ 



P3 



(^ — a„) (x — (2^)2 (í^ — an) ^ 



r P2 

L (íí? — Cln) 



+ ... 



(íí?— a.,j ' (í^ — a^)^ (x — an) 

1 P>. 



,>.-i 



(a? — an)^ 



i7n 



1.2... (k—l) (x — a„) 






La fonction ainsi déterminée résout la question proposée. On voit que, pour Tappliquer, 

il est nócessaire de décomposer en fractions simples la fraction rationnelle , ce qu'on 

peut faire en employant une des méthodes connues. 

On peut faire usage, par exemple, des formules que nous avons fait connaítre dans notre 
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travail, Sur la ãêcomposition ães fractions rationnelles (*), à savoir 

A - ( i^g-» :^ KP + §^ - 1) c§'] [ÍT + ^" - 1) c^"] • • • [(^ + s'"-^' - 1) CS'"-"] 

oíi Fon doit donner à ^', h"^ . . ., ã(w— *) toutes les valeurs entières et positives qui satisfont 
à réquation 

W + r + .,. + hi^-^) = a-i. 

Pour déterminer les numérateurs B^, il suffit de changer, dans la formule precedente^ 
a en p et «i en a^, 

Les autres numérateurs s'obtiennent d'une manière analogue. 
Si, dans les relations precedentes, nous faisons 



il vient 



a=l, p = l, ..., 1=1, 



(x — a<^) (x — as) , , .(x ■— cin) 
(ai — m) («1 — «3) . . . {cíi — ««) 

(x — ai) {x — as) . • >{x — an) 
(as — Cíi) («2 — CI3) , . . («2 —■ an) 

+ ...••• 

(íc — ai) (íc — ag) . . . (íc — a^_i) 
(a^ — ai) (a^ — a^),.. (a,, — a,i_i) '" 

ce qui est la formule d'interpolatidn de Lagrange. 



(1) Yoir ce volume, p. 12. 
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SUR LA FORMULE DE STIRLIM 

Extrait d^une lettre adressée à M. Rouché 
(ISTouvelles Annales de Matliématiques, S,^ série, t. X. Paris, 1891) 



Dans une Note, Sur la formule de Stirling^ qui a été insérée dans les Comptes rendus^. 
t. CX, 1890, p. 513, vous démontrez d'une manière bien simple la formule 



?(^) 



çp (n -f-p) 



oíi d represente un nombre compris entre O et 1, et ou Ton a 

(5) Cp(72) = -^ ^. 

Ensuite, au moyen de cette formule^ vous trouvez la formule de Stirling, qui donne le 
produit r(n4-l), quand n est un nombre três grand. Vous supposez, dans votre analyse^ 
que n est un nombre positif entier, 

En étudiant votre démonstration, je viens de remarquer qu'on peut la modifier de manière 
à considérer le cas oíi n represente un nombre quelconque, rationnel ou irrationel. Je re- 
marque premièrement que votre démonstration de la formule (a) a lieu qaand n est fraction- 
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naire, et que 1'égalité 



lim çp (p) = V 271, 



p = o 



dont vous donnez nne démonstration basée sur la formule de Wallis, ne depend pas de n. 

Ensuite je modiíie Tanalyse que vous employez pour déduire de (a) la formule de Stirling 
de la manière suivante. 

Je trouve premièrement au moyen de la formule (6) 



lim 



? (n +p) 



= lim 



r(n + p + l)e-Pp 



P+T 



1 (p -1- 1) e~^^''^P^ (n -\-p) ^ 

etj ayant égard aux égalités 

r (li +p + 1) = n (n + 1) . . . (n -{-p) V {n), 
r(^ + l) = 1.2.3...p, 



j'écris cette formule d'abord de la manière suivante 



lim ?(«+£). 



P+-W 



lim 



.{n + V),.\n-\-'p)V{n)e~Pp ^ 



1 ' 

_p!e-(''+í')(n+_p)"'^^"^2- 



et ensuite, ayant égard à la definition de Gauss de la fonction V (n), 



p \p^ 



i^('^)=;i^M«+i).-.(n+p)' 



je Técris de la manière suivante 



lim - — >~A^ = lini ■ — 



'^-^v+-^ 



Mais nous avons 



Done on aura 



e~" {^-\-p) 



lim ( — + M =e". 

^=00 \P 



lim-i^,±^=l, 



n-j-;)-t 



1* 
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et, par conséquent, 

lim (f (n +^) = lim cp (p) = v2ti. 

Si Ton remarque maintenant que la formule (a) donne 
et par conséquent 



Cp (n) = e^'^" lim cp (n ~{-p)^ 
on trouve 



et l'égalite (S) donne ensuite la formule Stirling 

_9_ 

r (ti + 1) = v/27i:n ti^ e-« e*^^. 



IVote 



Pour plus de clarté, nous allons reproduire ici la dómonstration de la formule de Stirling. 
donnée par M, Rouché, à laquelle se rapporte la lettre antórieure, 

«La relation bien connue 

log ^« + 1) - log « = 2^ [l + ^^2^^J, 

ou n designe un nombre entier positif quelconque^ et d un nombre compris entre O et í,, 
peut s'ócrire 

^ / 1 \ 

•1+ V^ + -^] [l0g(?2+l) — logn]. 



\2n{n+l) 
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EUe devient 





12n(n + l) ' 


"5 r vv '"& 


quand on pose 






<i) 


cp(w) = 


1.2.3. ..n 


On conclut de là 







log?(n)-5l-^<Iogcp(n + l)-^— ^; 

€n d'autres termes, des deux fonctions 

0^ 

cp(n)5 (f(n)e *^", 

la première est décroissante et la seconde croissante, lorsque Fentier n croít. Si donc on de- 
signe par p un nombre entier positif quelconque, on a les inégalités 



ç(n)>(p(7?+p), 
1 1 _ 

-V) 

j 



(p (n) ^ '12 ''<<!^(n +^) e ^^ (^"t-^) 
que Ton peut remplacer par Tégalitó 

(2) j( ^^) gi¥(^H^ 

^ ^ Cp (?i H-_p) 

dans laquelle ^ designe un nombre compris entre O et 1. 

II est bien aisé de déduire de cette relation la formule célebre de Stirling jpour Tévalua- 
tion approchée du produit 1.2.3. . ,n Iorque ?^ est un grand nombre. 

En eífet, la relation (2), appliquée au cas ou. 7i est égal à p, montre immédiatement que 
le rapport 

cp(2p) 
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a pour limite Tunité, lorsque p croit indéliniment. On a donc, pour ^ = co, 

lim o (p) = lim i, \ 
ou, d^après (1), 



, , ^. /, í^ 2 4 4 2p-2 2/ 

^^^^^^^) = ^™V^-T--ã-T'^---Y^^-2^3T- 

et enfin, en vertu du thóorème de Wallis, 

Dès lors, si dans la formule (2) on laisse n fixe en faisant croítrejj indéfiniment, on obtient 

c'est-à-dire, d'après la définition de cp (n), 

_0_ 

1.2.3. . .n=^\/2%nn'^e"''e^"^'\ 

Cest la formule de Stirling, qiii donne deux limites. 

_0_ 

i/2 % n n'' e-'' , V^2 ti 7i ii^ e-'' . e^^ "•, 

entre lesquelles est compris le produit 1.2.3. . .72. (E. E.) 
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SOBRE LU TEORIA DE LOGARITMOS 

(Gaeeta de Matemáticas elementales, t. I. Vitoria, 1903) 

!• Los lectores de la Gaeeta de Matemáticas elementales recordarán que en el número 
primero de esta Revista, p. 30, el notable catedrático de la Universidad de Madrid, D. Luiz 
Octávio de Toledo, Uamó la atención sobre el curioso é interesante tema de estúdio que 
ti ene por objeto investigar si la unidad positiva puede tomarse como base de un sistema de 
logaritmos. Asimismo no habrán olvidado aquellos lectores que, respondiendo ai expresado 
llamamiento, el distinguido matemático espaiiol D. Luis Sánchez de la Campa, teniente coro- 
nel de ingenieros, ocupóse de aquella bellísima cuestión en un luminoso artículo, publicado 
en la sección doctrinal dei n.'' 7 de esta misma Revista. 

Por nuestra parte, vamos ahora á estudiar el aludido tema, aunque colocándonos en un 
punto de vista distinto dei que utilizara este último estimable matemático. 

^« El poder tomar ó no la unidad positiva como base de un sistema logarítmico, depende 
de la deíinición que se adopte para la exponencial a^, siendo a un número real positivo y z 
una cantidad compleja x-^iy, 

Supongamos, en primer término, que a representa la base e de los logaritmos neperianos. 
Entonces, bien sabido es que e^ puede deíinirse mediante la igualdad euleriana 

e~ = e^ (cos ^ + ^ sen ?/), 

donde e^ representa el valor real y positivo que en Aritmética tiene la potencia x dei nú- 
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mero e, Sábese, adernas, que la función asi definida satisface á las condiciones siguientes, 
que la caracterizam 

1.^ Es susceptible de ser representada por el desarrollo ordenado según las potencias de z: 

z^ z^ 

,z=l + , + _ + _ + ... 

2.^ Satisface á la condición 

e^^ X fíP = e^'+P, 

siendo ot y p dos valores cualesquiera de z, 

3.^ Para 3/ = O, sus correspondientes valores coinciden con los valores absolutos ó aritmé- 
ticos de e^. 

La función a^ debe naturalmente ser definida de modo que, cuando á a se dé el valor e, 
nos encontremos con la función anterior, y, para ello, se debe tener la igualdad 

(1) a^=:e^ioga^ 

en la cual iog a representa el logaritmo neperiano raal de a, La función así definida satisface 
á las condiciones; 

1.^ Es susceptible de desarrollarse en serie ordenada según las potencias enteras y posi- 
tivas de z mediante la fórmula 

z^ z^ 

a^=l+2.1oga + yj-log2a + -^log3a + . . . 

2.^ Verifica la condición 

a^^xaP = a^-+P. 

3.^ Para ^ = 0, los correspondientes valores coinciden con los valores aritméticos de a^, 

La función inversa de a^, que acaba de definirse, representa los logaritmos de todos los 

números, reales é imaginários, tomados en la base a. Esta base no puede, por conseguiente, 

ser igual á la unidad, cuando se adopte para a^ la definición que acabamos de consignar, 

toda vez que, entonces, resultaria a^= 1 para cualquiera valor de 2;, siempre que fuese a== 1. 

3» Colocándonos ahora en otro punto de vista, observemos que el número a tiene un 
número infinito de logaritmos neperianos imaginários, los cuales vienen dados, según es ya 
sabidO; por la fórmula 

Log a = Iog a -\-2ki%^ 
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en la ciial Log a representa uno cualquiera de los logaritmos mencionados, correspondiente à 
un valor determinado, arbitrariamente elegido, dei entero ^, siendo adernas definida la fun- 
ción a^ mediante la relación 

(2) a^ == e^ Lo^ ^ = e^ (^°^ a-^mr.) ^ 

La función a^j asi definida, participa de las propiedades siguientes: 

1.^ Puede desarrollarse en serie ordenada según las potencias enteras y positivas de ^, 
mediante la formula 

a^=l-(-2;Loga + y|-Log2a + -^Log3c< + . . . 
2.^ Satisface á la condición 



3.^ Los valores que toma para ^ = 0, coinciden con alguno de los sistemas de valores 
que, según la teoria de las potencias, adquiere a^. En efecto; esta teoria dá, cuando x es un 

7)1 

número racional — , la ianialdad 

01 

a^ = o[QOB2kTiX-{-í.^en2kTx]^ 

donde p representa el valor aritmético de a^, y en la cual k = 0^ 1, 2, . . ., ?i — 1, igualdad 
que, ai ser x un número irracional, sirve también para definir a^; y la fórmula (2), dá 
cuando y = O, 

a^ = e:r(loga-f-2/a7i:) _ ^x\oga [-(.^^g 2kTZX + i . SCU 2kTZx]. 

4* Invirtiendo la fimción que acaba dei ser definida, obtiénese una nueva función, dis- 
tinta de la que resulta ai invertir la función exponencial definida mediante la igualdad (1), 
cuyos valores vamos á determinar. 

Sea 

pi (cos 0)1 +^'-senoji) 
un número complejo dado, y deter minese z de macera que resulte 
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^xiosa-^kT.y |-^3Qg (2k%x + y log a) + i. sen (2k%x + ^ log a)] = pi (cos oòi+i. sen mi), 
de donde, por consiguiente, 

ex\og a-%T.y ^ç,ç^^ Ç2k%x + y log a) = p[ cos coi, 

gocioga-2/>%,g^j^ (2À:7iíc + ?/loga)= pi sencoi. 



Tendremos 



pi ^exloga-2/íT:2/^ 



2kizx-{-y\oga = (ú[ +2m.%^ 

en que m representa iin número entero cualquiera. De este sistema se deduce 

log a . log pi + 2k'K (toi + 2m.7:) 
"^^ Tog^a+4:k^^%^ ' 

log a (oxi + 2miz) — 2k7: log pi 

En su consecuencia, tendremos 

log a . log pi + 2k% (o3i + 2mií) + ^ [fo^i + 2mx') log cí — 2y^7i log pi] 
~ iog'^ a + ák"^ %^^ 

Guando, para definir la. función exponencial, se adopta la igualdad (2), los valores de la 
función inversa, esto es, de la funclón logarítmica correspondiente, vienen determinados por 
la fórmula que acabamos de obtener. 

Haciendo en la que precede a=l, vendrá 

oòi -\-2m% . log pi 



2k% 2kT. ' 

Por tanto, cuando la función a^ se define mediante la expresión (2), la base de los cor- 
respondientes logaritmos puede ser igual à la unidad. 

5. Los sistemas de logaritmos que se obtienen invirtiendo ia expresión (1), son distintos 
de los que resultan ai invertir la relación (2), y, los que, en este último caso, correspondeu 
á los diversos valores dei entero k son diferentes unos de otros, participando todos ellos de 
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la propiedad fundamental según la que el logaritmo de un producto de factores es igual á 
la suma de los logaritmos de estos factores. 

Los sistemas más vantajosos son los obtenidos partiendo de la igualdad (1), porque com- 
prenden á los logaritmos aritméticos. En los sistemas que se obtienen mediante la ecuación (2)^ 
los logaritmos son reales cuando se verifica 

(o3 + 2 mTi) log a = 2 ZcTi . log pi , 

y no todos los números positivos pueden tener, en tales sistemas, logaritmo real. 

Haciendo 03 = O, se vé que la condición para que un número positivo pi tenga logaritmo 
real, en estos mismos sistemas, es que quede satisfecha la relación 



pi = a . e ^ , 

siendo m un número entero arbitrário. 

De cuanto precede resulta también que los logaritmos tomados en la base 1 son imaginá- 
rios, cuando el módulo dei número correspondiente es distinto de la unidad. 
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SUR LA FONCTION p(u) 

Extrait d^une lettre adressée à M. Hermite 
(BuUetin des Sciences Mathématiques, 2.® série, t. XVI. Paris, 1892) 

Vous savez, Monsieur, que, pour établir la théorie des fonctions elliptiques, on peut definir 
premièrement la fonction p {u) pour certames valeurs particulières des périodes au moyen de 
l'inversion de Tintégrale elliptique de première espèce á invariants róels, démontrer ensuite 
la formule 



(1) 



ou 



f(^') = ~;j + ^ 



1 



,(lt — 10 f- 



w = 2n(o + 2ma)^, 



n 
m 



= 0, ±1, ±2, ... 



[2(0 et 2(u' représentant les périodes de jp (if)] et enfin généraliser les fonctions elliptiques, en 
prenant ce développement pour définition de p (it), dans le cas ou les périodes 2o3 et 2a)' re- 

présentent deux quantités complexes quelconques dont le rapport — ^ ne soit pas réel. 

Si Ton suit cette voie pour établir la théorie des fonctions elliptiques, il faut tirer du dé- 
veloppement (1) les propriétés de la fonction p (u), On en tire immédiatement que p (ii) est 
une fonction méromorphe paire dont les pôles sont les points 2?zo) + 2??ia)', et que Ton a 



lim 

w = 



p (^0 ■ 



1 



= 0; 



Hosted by 



Google 



64 



et ensuite on voit, au moyeii du tliéorème de Laurent, que, dans les environs du point ií = 0^ 
on a pour jp (u) iin développement de la forme suivante : 

J) (u) == —^ + «2 U- + «4 U^ -\-, . . 

Vous savez que Fon dómontre aussi d'une manière bien facile que la fonction définie par 
(1) est doublement périodique et que ses périodes sont 2a) et 2o)', 
II ne reste qu'á démontrer Tégalitó 

et le théorème d'addition. Cest une démonstration bien simple de chacun de ces deux théo- 
remes que je me propose de vous présenter. 

I. Poi,ir faire voir que la fonction jj (i6\ déHnie par (1), satisfait à une équation de la 
forme 

P^2 (^) = 4p3 (^,) _ g^^^, (,,) _ g^^ 

je remarque premièrement que les fonctions doublement périodiques 

lesquelles ont seulement le pôle u = dans le parallélogramme des périodes, donnent, dans 
les environs de ce point, 



p^^ (u) = 






4:p^{u) — g<^p{ii)=^4.\^-\-a^ii'^ + ai,ii^-{-.,. —^^ j^H- «2 ^^^ + a4t^^ + . . . 1 



'■ —T ~T 9 r ^^(H - 



Donc, si Ton pose 

1 2 «2 — í/2 = — 8 «2? 
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ce pôle disparaít dans la différence 

et cette différence est holomorphe et doubJement périodique, et par conséquent constante. 
Nous avons donc 

en représentant cette différence par — gs. 

Pour déterminer gs je substitue dans cette égalitép(w) et p' (u) par leurs développements 
ordonnés suivant les puissances de u et je pose ensuite u==0. Je trouve de cette manière 

^3 = 28^4. 

Donc p (u) satisfait à une éqiiation de la forme 

:p"^ (u) = 4^3 ^u) --g^p (u) — gs, 
ou 

^.2 = 20a2, ^3 = 28^4. 

II. Pour faire voir que le tbéorème d'addition 



p(u + v) = --r 



-piu)-p{v) 



4 L ^ {u) — p{v) 

subsiste aussi dans le cas general, je vais considérer les deux fonctions 
Fi {u) =p [u + v) [p (u) —p (v)f, 
4 



F2 (u) = -^ [p^ (u) -p' {v)f — [p {u) +^ {vj] [p {u) -p {v)f, 



qui, en supposant v constante et u variablc; sont des fonctions périodiques de Uj qui admettent 
les mêmes périodes 2(o et 2o)'. 

La fonction Fi (w) admet le pôle u = 0] et, en substituant p (?^) et p{u-\-v) par les déve- 
loppements 

_p (^^) = — 2* + «2 u"^ + «4 ^^"^ + . • • , 

p{u+\)) =p {v) + up' {v) + -^u^p^' (i;) + . . . , 
VOL. II I 
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y/ (v) = 6jp2 (v) — — í/2 = 6p^ (v) — lOaâ, 



y/' (v) = 12p (t;)p' (t;), 
nous avons, dans les environs de ce pôle, 



^ ^ i*^ ifc^ ^t2 u 



Pour la fonction Fg (ii) on obtient de la même manière 

^ ^ ir ir u^ u 

Donc le pôle u~0 disparaít dans la diffórence 

et nous avons donc 

Pour déterminer c, je pose u=^v et je trouve 

Fi(i;) = 0, F2(t;) = 0, 

et, par conséquent, c = 0. 
Donc nous avons 

jp{u + v) [:p {u) -p {v)f = ^ [p^ (li) -_p^ {vjf - [p {u) +p (v)] [p (u) -p {v)[^, 

et le théorème est démontré. 
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VI 

REMARQUES SDR DN TRAYAIL PDBLIÉ PAR N. BODGAÍEY 

Extrait d'une lettre adressée au prof. A. Vassilief 
(Bulletin de la Société Physico-Mathématique de Kasan, 2.^ série, t. XIII. Kasan, 1903) 



Permettez que je vous presente quelques remarques sur un travail publié par N. Bou- 
gaiev dans le Bulletin de la Société Matliématique de Moscou (t. xxii, p. 219), qui a des rap- 
ports avec quelqu^uns de mes travaux. Je ne coimais pas malheureusement la langue russe, 
mais il m'a été possible recounaitre, au moyen des formules, que Téminent géomètre y donne 
une démonstration de la formule de Lagrange pour le développement des racines des équa- 
tionSj qu'il écrit de la manière suivante: 



/(.)=/w+s^ ^-''^'';f/- a!J, 

réquation proposée étant 

^ = a + F (a;, íc), 

et qu^il fait remarquer qu'on peut déduire de cette formule celle que j^ai donnée dans un ar- 
ticle publié dans le Journal de mathématiques purés et ajppliquées (Paris, 3/ série, t. vil), en 
y posant 

¥{z^x) = x(^\ (^) + íc2çp2(2) + . . . + cc^cp/^(^). 

Or, j 'avais déjà indique, dans un article publié dans le même journal (4.^ série, t. v), que 
N. Bougaíev ne connaissait pas, parcequ^il fait seulement mention de celui-là, cette manière 
d^obtenir la série rapportée, et j'y avais même étudié les conditions pour sa convergence. 
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Comme dans le travail de N. Bougaiev ne se trouve pas Fanalyse au moyen de laquelle 
on passe de la série de Lagrange pour celle que j'ai considérée dans les travaux rapportés, 
permettez que je vous la presente, en me plaçant toutefois dans un point de vue plus géné- 
rale que dans mes artieles antérieurs, parceque je vais supposer que la fonction / dépend 
de X, 

Supposons que /(cc, z) et F (íc, z) soient deux fonctions de z^ holomorphes dans une aire A, 
quand x represente Taffixe d'un point quelconque d'une aire B, que a soit Taffixe d'un point 
de rintérieur de A et que Torigine des coordonnées soit à Tintérieur de Taire B. 

On trouve, au moyen de la démonstration classique de la formule de Lagrange, Tégalité 



ou 



f{x, z) =f{x, a)+^— ' j^;_i + Ro3, 



n = l 



Ro 



1 r [(F-a;,.)]^+' f{x, z) [1 - F; (x, £)\ 



2%i 



L z — a_\ 



ãz, 



K représentant le contour de Taire A. Supposons maintenant que M soit la plus grande va- 
ieur que prend 



pour toutes les valeurs de z représentées par les points du contour de A et pour toutes les 
valeurs de x représentées par les points de Taire B, et que Mi soit la plus grande valeur de 



f{x,z) 



1-F',(x,z)\ 



pour les mêmes valeurs de z et x. 
On a alors 






ou a represente la longueur de K; et, au moyen de cette inégalité, on voit que |R(o| tend 
vers zero, quand o) tend vers Tinfini, lorsqu'on a M < 1. Dans ce cas on peut donc écrire 



^/ N j^/ N , X^ 1 d^-^\fá(x,a)\F(x,a)'\''\ 



«=1 
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et, comme le second membre de Tinégalité antérieure ne contient pas cc, on voit encore que 
Ia série qu^on vient d'obtenir est uniformement convergente dans Faire B. 
Cela pose, soit 

F (x, z) = x cpi (z) + x^ cp2 (2;) +. . , + x^' íp/^ (2;), 

et supposons que p represente le rayon d'un cercle ayant le centre dans Torigine des coor- 
données et placé à Tintérieur de Taire B et que la fonction f^ {x^ a) soit holomorphe dans 
Taire de ce cercle. 

En employant un théorème bien connu, donné par Weierstrass dans les Monatsberichte 
de TAcadémie des Sciences de Berlin, pour 1880, on voit qu'on peut déduire du dévelop- 
pement precedente de f(x^z) un autre, ordonné suivant les puissances entières et positives 
de X, convergent dans le cercle de rayon p précédemment indique. 

Pour obtenir ce développement, remarquons d'abord qu'on a 

[F (x, à)f = [x Cf 1 (a) + ^^ ?2 («) + ... + x^' ^k («)]" 

~^ a!p!T!...X! 

ou la somme S se rapporte à toutes les racines entières, positives et nulles, de Téquation 



et 



fá (Xj a) =/á (o, a) + UiX + Y ^2 x'^ + -õj'^^ x^ + . 



ou wi, W2, W3, • . . représentent les valeurs que prennent les dérivées successives de/a(a?, a\ 
par rapport à et?, quand íc = 0; et ensuite que le coefficient de x^ dans le produit des deux 
développements qu^on vient d'obtenir est égal à 



s 



, n\u,[^i(a)f[^^ (a)f...[<fu{a)f 



l 



lal^l...ll ' 



oú la somme S' se rapporte aux racines entières, positives et nulles, de Tóquation 

i + a^2^ + 3^ + .. . + kl = m. 

On en conclut que le coefficient de íc"^ dans le terme general du développement précé- 
demment écrit est égal à 

^/ 1_ d''-i\ui[<fi(a)f[<?,(a)f...[<f,(a)f\ 

^ t ! a ! [3 !...■/.! ■ da"-' 
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Donc le développement de f(x^ z) en série ordonnée suivant les puissances entières et 
positives de x est donné par la formule suivante: 

f(x z) - fix «^ + S x^ y ^ dn-i\u,[^,(a)f[^,ia)]K..[^, {d)f [ 
/ (ap, z) -/ {X, a)+ 2ux Zi ■iUjTfTT:7n ' ^ dã^^ ' 

oíi la somme S' d'étend aux solutions entières, positives et nulles, de Téquation 

i + a + 2^-\-3'i + .., + kl = m, 
et ou 

Cette formule contient comme cas particulier celle que j 'avais donnée dans les deux tra- 
vaux précódemment rapportés. En effet, si Ia fonction / ne contient pas x^ elle donne 



m = l 



a!8!...X! cZa«~i ' 



ou la somme S^ se rapporte à toutes les solutions entières, positives et nulles, de Téquation 

a + 2í^ + 3^ + ... + kl==m, 
et oíi 

Ces sont les remarques que je me proposais de vous communiquer. Comme elles ont des 
rapports avec un travail d'un de plus illustres géomètres de votre pays, je crois qu'elles 
pourront vous intéresser. 
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VII 

SUR LE DÉYELOPPEMEHT DES FONCTIONS SATISFAISAKT 
A ONE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 

(Annales seientiíiques de TÉcole Hormale Supérieure de Paris, 3.® série, t. IL Paris, 1885) 
La série 

(1) «0 + «líC+<^2íC^ + . . .+ «n^^ + - • -5 

OU «o, ÍÍI5 «2) • . • représentent ães fractions réduites à leur pliis sirrvple expression^ ne peut 
jpas être le développement d'une fonction déjinie par une êquation algébrique relativement à 
ct?5 y et ij , à coefficients entiers^ 

(2) -F{x,y,y') = 0, 

telle que -j-j soit différente de zéro^ quand x = 0^ s'il existe une valeur de n déterminée à partir 

de laquelle les dénominateurs de a^-j-i, ««+2? • • • contiennent des facteurs premiers supérieurs 
respectivement à n-{~l^ n-{~2, ^ + 3, ... 

On peut tirer ce théorème de la formule suivante, qui resulte de Texpression analytique 
de la dérivée d'ordre oi des fonctions composées, et qui donne la dérivée d^ordre 7i de la fon- 
ction y {Journal de Battaglini^ t. xviil) (*): 



a ! p ! . . . X ! a' ! p' ! . . . X' ! (2 \f^^' (3 !)'^+''' ... (n - 1 !)^+^' a!' ! cÍíc» dy^ ày"- 



(') Voyer cet ouvrage, t. i, pag. 209. 
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Dans cette équation la somme S se rapporte à toutes les solutions entières positives de 
réquation 

(4) a + 2^ + 3^ + ... + (n-l)'k + a' + 2^^ + 3Y + '''^(n—l)l' + a^' = n-l, 

et Ton a pose 



(5) 



5 = a + p + ... + X, c = a' + ^' + ,.. + V, a = a''. 



Nous avons donc 



-^ a!p!...X!a'!15'!...X'!a"! dx<' dt/ dy"' ' 

ou, en séparant le terme qui contient í/'"', 



Si Ton pose maintenant íc = O dans cette formuloj on obtient une autre formule qui donne^ 

de proche en proche, les valeurs de y^ , -^y, . . . , -^^ qui doivent coincider avec les coeffi- 

cients «o, «1; «2, • • .} «n de la série proposée. 

On voit par cette formule que le dénominateur de -^ ne peut contenir que les facteurs 
premiers suivants: 

1.° Ceux qui résultent du dénominateur 

a ! p ! . . A ! aM |3M . . . V ! a^M ; 

2.^ Ceux qui résultent du dénominateur de 



^dx^ dy^ dy'^ / oc=o' 
3.° Ceux qui résultent du numérateur de 



d¥ \ 
dyU x=Q 
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4.® Ceux qui rósultent des dónominateurs de y^^ ~ — 



2! ' "*' 72-1!' 
5.® Ceux qui résultent de n. 

Nous allons voir que les facteurs premiers correspondant aux trois premiers cas n^augmen- 

tent pas indéfiniment avec n. 

I. Comme la fonction F(íc, ?/,?/') est entière par rapport k x^ y qí y\ les dérivées de cette 
fonction d'ordre supérieur à son degré sont nuUes, et par conséquent m ne peut pas augmen- 
ter indéfiniment. Dono les quantités a, |5, y, . . ., \ a', [5', . . ., A.', a'^, dont la somme est égale 
à m^ ne peuvent augmenter indéfiniment, ni par conséquent leurs facteurs premiers. 

II. La dérivée 

\d^(fdifày^'):,^^' 

qui est fonction entière de y^^ et y^ et, par conséquent, de a^ et a^, ne peut contenir évidem- 
ment en dénominateur que les facteurs premiers qui entrent dans les dénominateurs de 
a^ et «1. 

III. La dérivée (-7-7) , qui est une fonction entière à coefíicients entiers de a et a^, 

\dy / x=o 

est une fraction déterminée, et ne peut donc contenir en numérateur des facteurs premiers 
qui augmentent indéfiniment. 

On voit donc que les facteurs premiers du dénominateur de -^^, ou a^, ne peuvent au- 
gmenter indéfiniment que par suite de la présence du facteur n du cinquième cas, et nous 
avons donc le théorème énoncé. 



VOL. II 
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VIII 

DEUXIÈME NOTE SDR LE DÉVELOPPEMEHT DES FONCTIONS 
SATISFAISANT A UNE ÉQDATION DIFFÉRENTIELLE 

(Annales s cientifiques de FÉcole Kormale Supérieure de Paris, 3.® série, t. III. Paris, 1886) 

La série 

(1) ao + «1 íc + «2 x^ ^ .,, -\- a^x^^ -{-.,. ^ 

ou «o, <^i, <^2, • • • représentent ães fractions réãuites à leur jplus swvple expression, ne peut 
pas être le dévelopjoement d\ine fonction déjínie par une équation algébrique relativement à 
Xy y-t }f •) . • ., ^^^\ à coejfficients entiers, 

(2) F(x,y,y\...,z/)) = 0, 

dF , . , 
telle que ^ . soit différente de zero, qiiand cc = O, si les dénominafeurs de a^-^-i, «n+s? • • • con- 

tiennent indéjiniment des facteurs premiers supérieurs respectivement à n-{-lj 7i-\'2y ... 

On peut dómontrer ce thóorème au moyen d'une analyse semblable à celle qui fut em- 
ployée pour démontrer le cas particulier considere dans la Note antérieure, on encore au 
moyen de Tanalyse suivante. 

On peut écrire Téquation (2) sous la forme 

(3) ^Ax^y^ (ijy . . . (3/(0)^ = O, 

et alors, si on la derive n fois au moyen de la formule de Leibnitz, on trouve le résultat 
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symbolique 

qui, en posaiit 03 = 0, donne 

S A« (n - 1) . . . (n - « + 1) [2/* {yj . . . (y^^^fl"-,-^ = 0. 
En appliquant maintenant la formule de Leibnitz au produit 

on trouve le résultat symbolique 

SAn(n-l)...(n-«+l)(2/„ + 2/o + ... + s^;+2/;+... + t/« + 2/« + ...r-"' = 0, 

oíi entrent b termes égaux á ?/o, c termes égaux à yó , etc. 
Donc 

oú la somme S se rapporte à toutes les solutions entières et positives de réquation 

et oú le nombre des quantités a, a'^ ... est 6, le nombre des quantités P, p^ ... est c^ 
etc. 

En séparant maintenant les termes de cette équation qui contiennent la dérivée d'ordre 
plus élevée yo'^'\ on trouve un résultat de la forme suivante: 



(4) 
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ou 



:(P + l)(p' + l)...(X+l)(Ã' + l)...(^ + 2)(V + 2)...(X + ^•)(X' + ^).., 



yíS'^' 



De cette formule on tire le théorème énoncé. En effet, elle fait voir que /-^^^— r-rv ^^ ^n^it 
ne peut contenir en dénominateur que les facteurs premiers qui entrent dans les dénomina- 
teurs des fractions antérieures ; — ^^. — ^-r, - — ——. — ^r—,. . . . : ceux qui entrent dans le nu- 
mérateur de 



^khyly'l...{y'Af'\ 



OU 



áF(aj,2/, ...,/)) 



(hf^ Jíc=0 



1 ; 



et ceux qui entrent en (tí + 1) . . . (?^ + i). 
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IX 

SDR DN THÉORÉME DE M. HERMITE RELATIF A L'ÍNTERPOLATION 



(Journal fur die reine und angewandte Mathematik, gegrundet von Crelle, 

Band C. Berlin, 1887) 



Le resultai important relatif á rinterpolation auquel M. Hermite est arrivé (*) dans le cas 
d'une fonction uniforme et continue dans une aire lirnitée par une cour"be, peut être étendu 
au cas d'une fonction uniforme à discontinuités polaires et qui est continue dans une aire 
annulaire. Cest ce que nous allons faire voir dans cette Note. 

Soit f(x) une fonction uniforme, à discontinuités polaires, continue dans Taire annulaire 
limitée par deux courbes A et a; et soient «i et «2 les affixes de deux points de 1'aire limitée 
par A, et Si et 62 les affixes de deux points de Taire limitée par a. 



En multipliant par -^ -^ les deux membres de Tidentité: 



(x — <^i) , I (^ — ^1)^ I (^ — <^i 



z — X (z — ai) {z — a\f (z — a(f- (z — x){z — ai)" 

on trouve Tidentité: 

(x — a^y (x — ag)? (x — ai) (x — ^2)^ , i (^ — «i)^~* (^ ~ <^â) 



{z — x){z — ag) ^ {z — ai) {z — a^)^ (z — ai)^ (z — a^)^ {z — ai)" (z — a%)^ 

{x — ai)" (íc — a^y 
' {z — x){z — aiy-'Jz'—a^f 



^) Journal filr die reine und angwandte Mathematik^ ISlSy t. lxxxiv. 
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Si ensuite on décompose en fractions simples les deux membres de cette identité, on arrive 
à mi résultat de la forme suivante: 

_ J: __ vj^j {^ - ^i)"^ (^ - «2)^ , ^^^ (x~ aj)^' (x - a^y , (^- ai)^ (^-aa)^ 

^ — x {z — ai)P {z — a%y ' (z — x){z--aiy-{z — a^)?' 

oíi Ton a^=l, 2, 3, . . ., a, ety=:l, 2, 3, . . ., |5; ou M et N sont des quantités constantes; 
et ou Ia plus grande valeur de m et de m' est a— 1, et celle de n et de n' est p. 

En multipliant ipar f(z)dz et en intégrant le long du contour A, on obtient le résultat: 

)dz 



[ fM±^,2M(x-a,rix^a,y CM 

(1) P^ ^"""^ J^(^-^0' 

Considérons maintenant Tidentité 

(^-hy ^ r (z-hy (z-hi)(z-hy {z-hf-Uz-h y 

{x — hy {z—x) i{x—h){x— hy ~^ {x— hif {x - hy + * • • + {x— bif {x - hy 

{z^hif{z-hy 1 

{x — z){x — biy{x — hys 
dont le premier membre est susceptible de la décomposition suivante: 

{z-hy ._ 1 , 1 ^ z-h ^ {z-hy-^ 



{x — b<^y{z — x) z — x x — b% {x — b^y^ *** {x — b^y 
Nous avons donc un résultat de la forme suivante: 

z — x "' {z — x){x—bi)''{x — hy'' 

et par conséquent 

■ hfiz-b^ydz 



fi^^^mi Cf(zu^dz+ crnsL 



'){x — bif{x~hy' 
ou K represente une fonction entière de =- et j-, et co represente les nombre» 



En appliquant aux intégrales precedentes la formule connue: 



/^ 
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on obtient Ia formule suivante: 

ou II (a?) represente une fonction de x du degré a-\-^~l, et Q(x) represente une fonction 
entière de ^_ et ' 



X — hi X — b%' 

Cela pose, ^o\i f{z) une fonction qui n'admette que des discontinuités polaires dans Taire 
limitée par la courbe A. 

On peut déterminer /c et Z de manière que la fonction 

soit holomorphe dans Taire limitée par a, et on ait par conséquent 



f{z){z-hif{z-h)^dz 

] ^ \z-x){x — hf {X - hy 

Donc 



J a 



= 0. 



•^^ ' ^ ^ ^ ' 2ÍTJ^ (z-x)[z-aif{z-a^f 



De la même manière on trouve la formule: 



(2) f{x)==ll{x) + %{x) + 



1 r f{z) {x — ajf {x-m:}^ (x — az)^. . .dz 
2^'7^ Ja {z — x) {z — a{Y- (z — a^)^ (z — a^)^ , . . 



qui contient comme cas particulier la formule de M. Hermite. 

Voici les conséquences de cette formule. 

La fonction (x — aiY {x — a%y . . . s'annule ainsi que ses dórivées jusqu'à Tordre a — 1, 
pour x= «1. De la même manière cette fonction s'annule ainsi que ses dérivées jusqu'à Tordre 
P— 1, pour cc==(72, etc. Nous avons donc 

/(ai) == II (ai) + e (ai), / (ai) = IV (ai) + 9' (ai), . . . f-~'^ {a,) = II^^-^) (a,) + B^^"^) (ai), 
f(a,) = II (a,) + e (a^), / (a,) = IV (a,) + 9^ (a,), . . . /P"^) (a,) = IKP"^) (a,) + G^P"*) (a,), 



Par conséquent la fonction II (cc), dont le degré est « + p + y + - • --"li remplit les conditions 
precedentes, qui sont au nombre de a + p + Y + .. ., et elle est par suite entièrement deter- 
minée. 
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D'un autre côté, on peut mettre 9 (x) sous Ia forme : 



Bi , Ba , B, 



+ ete. ; 

et, èn posant F(sc)=f(x)(x — òi)'', Ia fonction F(x) n'admet pas le pôle &i, et Ia formule (2) 
donne: 

F (x) = (íc - bif n (x) + Ái(x- bif-i + A^ (íc — 5i)*-2 + . . . + A/,_i (íc — bi) + At 



H-(íc-6i)* 



Bi , B2 



X — S2 (x — 62)^ 
De cette formule on tire 



21 



^ rf(z) (x-a if (x — aif.. .dz 
7~ J A {e-x)(^ aif {z - a^f . . . 



1 ¥^''-^UbA 

A, = F(50, A,_i = F(50, A,_2 = -yF"(J0, •.., ^^ = J±T:(r^y 

De la même inanière on troiive les autres constantes Bi, B^, etc/qui entrent en (íc). 

Donc on determine les constantes qui entrent en (x) au moyen des valeurs des fonctions 

f{x){x-bo\ f(x)(x-b,y, ... 

et de leurs dérivées, correspondantes aux valeurs 5i, 62, ete. de x, 

En conclusion, les fonctions 11(0?) et ^ (x), qui entrent dans la formule (2), sont complè- 
tement détei^minées quand on donne les valeurs des fonctions 

f(x), f(x)(x — bi)\ f(x){X'-b^y, ete. 

et de leurs dérivées, correspondantes aux valeurs c/i, ag, «3, etc.^ &i, ??2, ^s, ete. de x. 
Maintenantj si Ton pose les conditions: 

\x — ai I < I ^ — «1 15 \x — a<2\<\z — as), ete, 

la formule (2) fait voir que la fonction lI(x)-\-S(x) represente la fonction /(cc) avec d'autant 
plus d'approximation que le nombre des quantités ai, «2, «3, ete. est plus grand, )u encore 
que les exposants a, [5, 7, ete. sont plus grands. 
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SDR LA RÉDOCTION DES INTÉ6RALES HYPERELLIPTIQUES 

Extrait d^me lettre adressée à M. Lercli. 
(Bulletin de la Société Royale des Seienoes de Bohême. Frague, 1888) 

Soit X un polynôme entier de degró impair n et f{x^ vX) une fonction rationnelle de x 
et de i/X> Voiis savez, Monsieur, qii'on peut toujours mettre cette fonction sous la forme 

' i/x' 

TT 

Gr et H représentant des fonctions rationnelles de Xj et qu^on peut décomposer — ^= en ter- 

mes de la forme -^=^ et en termes de Ia forme 7=. Donc, pour inté^rer la fonction 

\/X {x-ayW^ 

f(x^ V X), on est conduit à considérer des intégrales de la forme 

íc'" dx 



Jíc"' dx 



et des intégrales de la forme 

dx 



/ 



(cc— «/'^V/X' 



Notre objet est de donner une manière de ramener ces intégrales aux intégrales hyper- 
ellijptiques normales de jyremière^ seconde et troisieme espèce, 
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Considérons d^abord Tintégrale 

dx 



J, 



et soit 

Nons avons 



(1) 



Ç dx 1 1 r ^dx __ ^ 



Si a est difFérent de a, [3, . . ., X, nous avons 

X^ A , B 



2{m—l){x—ay'-^X x — a íc— p x — X 



~^x — a ' {x-af^'"^{x-ay'-^' 
oíi A. B, . . ., L, Ml, etc. représentent des constantes; et par conséquent, 

Jdx _ 1 
(x-ayWX ~~ ~ (ttT- 1) (o? - a)^-^ \/X. 
r dx r dx _ _^ Ç dx 

J {x-a)\/X~ J {x-^)\/t '" J {x-X)\/X 

^T r dx ^^ r dx ,, r dx 

— Ml 7=-M2 — ^-... — M^_i r"7-7^- 

Au moyen de cette formule et des formules analogues qu'on obtient en y posant 

/dx 
— j= à celle des intégrales 
(x — a)^ yX 

/dx r dx r dx r dx 

Jp^ay/X' J {x-a)\/x: J {x-^)\/x: *"' J '(x^V)Vx 

Si a est égal à une des racines de Téquation X = O, par exemple a = a, on a 

X^ B.C, . L 

n- • • • - 



2{m—l){x—aY{x—^)...[x — 'k) x- — p x — ^ **' x — \ 

, Ml , M2 , , M^ 



x — a ^ {x — af^'*'^ {x—af 
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ou Bj C, . . ., L, Ml, M2, . . ., M,„ représentent des constantes. On obtient la constante M^^, 
la seule qu'il nous faut connaítre, en déterminant la vraie valeur de la fraction 

X'(x-a) 



2(m— 1)X 
quand cc = a; on a alors 

JL,= lim ^ 



Donc la formule (1) donne 



2m — 3 r dx 1 

2(m-l)J {x-ayWX~ {m^l){x — ar-WX 
^ r dx ^ í^ dx j r dx 

J (x-^)W~ J ix--í)[/X~'"~ J (x-X)W 
y,jr r dx ^T C dx ^^ C dx 

— Ml 1 ^ — M2 1 ;=-... — M^_l j=. 

J (x-a)\/X J (íc-a)VX J {x-a^^-WX 



Au moyen de cette formule et des formules analogues qu'on obtient en y posant 

dx 

%)^\/X 
intógrales 



/ax 
/= à celle des 



/dx í^ dx r dx 



quand a = a. 

Déterminons maintenant les intégrales 



r __dx r dx Ç 

J {x-^s/T J (.;3^x' '"' J õ 



dx 



{x--\)VX 



De l'identité 



1 __ . 1 X^ 



X — a X — p * X — 'k X 

on tire 



(2) 



Ç dx Ç dx , , r dx 2_ 
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D'un autre côté, de la formule 






(3) 



et de la formule 

X x—a X — p '*' x-~\ 

X — a X — \i X — A. 

on tire 

/C.7 , r» X C^^'dx fx^^-^ãx C (^^ 

yX J (x-a)^K j (£c-§)l/X J (a;-À)/X 

et, en posant k = 0, 1, 2, . . ., « — 2, 

ix-a)W ' J (^]7x ■■■ j i^-^)7x 

J (£«-a)v/X ' J (a;-p)v/X J (í»->.)i/X 

, ,. C ^d^ C dx 2x^ 

J (a;-«)t/X J (íc-p)V/X J (x'-X)yX 

^^'^-'U y^~"J ~7x— --""-0 7x-Yr- 

Au moyen de ces équations et de Téquation (2) on ramène Tétude des intégrales 

/dx í^ dx í^ dx 

{x-ay/T J fe-p)7x' ■■ ' J {x-\)Vx 
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á celle des integral es 



puisque le déterminant 



^ xdx 


•/ 


£e»-2 ãx 

v/X ' 


1 1 


.. 1 




a p . 


. . >. 




«2 p2 . 


.. X2 




a"-* P"-* . 


. . x»-i 





est différent de zero. 

La formule (3) permettra aussi d'exprimer Tintégrale 



/ 



x^dx 

TF 



— ^ dx 



quand m>n — 2, au moyen des intégrales 

/dx r xdx r x^-^ d 

71' J W •'-' ,] Vx 

Donc, en dernière analyse, les intégrales considérées 

dx í^x^'^ dx 



r dx rc 



peuvent être exprimées au moyen des intégrales 



~^dx 



/dx r xdoe_ r x^^á 

71' J 7x' '' J "7x 



et de rintégrale 



/ 



dx 



(x-a)[^X 
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XI 

SDR LINTERPOLATION AU MOYEN DES FONCTIONS CIRCULAIRES 

(Nouvelles Annales de Matématiques, 3.e série, t. IV. Paris, 1885) 

I 

Le problème de la détermination d^une fonction de x qui reçoive les valeurs 
^1, í/â, 2/3, • • ., ynj quand on donne á la variable x le3 valeurs «i, «2; «3, . . ., ci^^ est inde- 
termine. On y peut satisfaire au moyen d'ime fonction entière homogène de sincc et coscc, 
et nous avons alors la formule (Hermite, Cours d^Analyse de VEcole Polytechnique de Paris^ 
p. 331) 

^,. . sin (íc — «2) sin (x — as) . . . sin (íc — a„) 

j (sm íc, cos x) = — — ^ ^ — ; , — ^^ ?/i 

sm (ai — a^i) sm (ai — az) . . . sm (ai — a,,) ^ 

sin (x — a-i) sin {x — as) . . . sin {x — a,<) 

-J ; ; . ^ -^2 

sm (a2 — ai) sin (a2 — a3) . . . sin (a2 — a„) 
+ 

sin(íc — a\)^m{x — a2)...sin(í:c — a^—i) 



sin (a„ — a\) sin {ãn — m}- . . sin (a,j — a^,—i) 

Inversement, /(siníc, coso?) étant une fonction entière, homogène, du degré n — 1, nous avons 
une formule de décomposition d'une fraction en des fractions simples, à savoir: 

/(sin a?, cos íc) /(sin ai, cos aí) 1 

sin (x — «1) sin (x — ag) . . . sin (x — a,j) sin (ai ~ as) sin (ai — asy . . . sin (ai — a„) sin (x — ai) 

/(sin a2, cos as) 1 
sin (aâ — ai) sin (a2 — as) . . . sin (as — a^) sin [x — a<^) 
+ 

/(sin a^, cosa,,) 1 

sin (a^ — ai) sin (a^^ — a^) ... sin (a„ — a,^_i) sin (x — an)' 
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Nous allons considérer, dans cette Note, le cas ou quelques-unes des quantités ai, cí2, . • - 
sont égales, pour chercher la formule de dócomposition et la formule correspondante d^inter- 
polation. 

II 

En supposant premièrement ai = 6í-2, on peut déterminer la somme des deux pi-emiers 
termes de la formule precedente par le chemin qu'oii a Tliabitude de suivre dans les questions 
de cette nature, c'est-à-dire, en posant d'abord a^ = ai + w? en développant ensuite le resultai 
suivant les puissances de co, et en posant enfin w = 0. 

On trouve ainsi d'abord 

^, . sin (a? — ai — co) sin (x — as) . . . sin (x — a^) ^ , ^ 
f(x) = ^ ^ ^ ^F(ai) 



sin (^- ai) sin í^^- as)... sin (^^ 

3/3 



ou 



smco 

sin [x — ai) sin (x — ai — m) sin (x — ai) . . . sin (x — a,^) 
sin (a.s — «i) sin (aa — ai — co) sin (as — a4) . . . sin (as — a„) 

+ 

sin (x — ai) sin (x — ai — cd) sin (x — aa) . . . sin (x — a„_i) 
sin {ttn — ai) sin (a^ — ai — cu) sin (a^ — as) . . . sin (a^ — a„__i) 

/(«o 



F(a>): 



sin (ai — as) sin (ai — a4) . . . ' 



et ou Ton represente /(sin cc, coser?) par f{x)] et ensuite, en développant ce résultat suivant 
les puissances de co et en posant enfin o) = 0, 

f(x) = cos (x — ai) sin (x — as) . . . sin (x — a„) F (ai) 

-f sin (x —ai) sin (o? — a3)...sin(íc — a«)F^(ai) 

sin^ {x — cii ) sin (x — ai) . . . sin (x — a„) 



sin"^ (as — ai) sin (as — ai) . . sin (as — a^) 
sin^ (x — a j) sin (o:? — 03) • . . sin (x — a^— i) 



sin^ (a^i — ai) sin (a„ — as) . . . sin (a^ — a„_i)' 



/(«3) 



Cette formule determine la fonction f{x), étant données les quantités /(«i), f (ai), 
/(«a), /(as), ... 



Isfous allons maintenant considérer le cas general. 
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Nous avons 



k=i 



p/ \_ ^ l sin (a? — ai) sin (x — a^). . . sin (x — ah—i) sin (x — au^i) . . . sin (x — ai) 
^^^ \ sin (ajc — ai) sin (a/, — a^),., sin (ajc — «/,_i) sin («/, — aj,^i) ... sin (a/^ — ai) 

X sin (íc — ãi^i) sin (íc — crj-f-s) ... sin (cc — an) F (a/^) 

'^ ( sin (íc — ai) sin (íc — «2) . . . sin (cc — ai) 
^_ ._^^ I sin («/^ — ai) sin («/, — «2) ... sin (a/, — a^) 

X sin {x — a.i-f-i) sin (x — «{+2) ... sin (cc — «/,-i) sin (x — a/^+i) . . .^sin (x — a^) F (a^) , 
en posant 

fhc) 



FK) = 



sni (a/^ — ai^i) sin (a/,; — ai^<f>) ... sin (a/^; — a^) 
Si Ton fait maintenant 
«2==^i + o>j a3 = ai + 2oj, ...5 % = a.j, + (Zí; — l)o3, ..., ai = ai-\~{{ — 1) o), 
la première partie de /(íc), que nous appelerons P, prend la forme 

'V /^ 1 \i-k ^^^ (^ ~~ ^0 ^i^ (^ — ^i — 03) . . . sin (íc — a\ — (t — 1) O)) . . . sin (í^; — a^) 
' sin 03 sin 2 03 . . . sin (/í; — 1 ) 03 x sin 03 sin 2 03 . . . sin (^ — A:) 03 

xF(ai + (/i3-l)o3). 

Donc la limite de P, correspondanfc á 03 = O, que nous appelerons A, será le coeííicient de 
.ii>*~* dans le déveioppement de P.o3^~^ en série, c'est-á-dire: 

. 1 "V r 1^^■— /c ^^~~^ ro3^~^sin(íc— «i) sin (a?— «1— w)... sin (,x— ai— (í— 1)03) F(ai4-(/tC- 1)03)1 

(^— 1) ! ,_. c?03^~^ sin 03 sin 2 03. . .sin(A;— l)o3 x sino) sin 2 03. . .sin(^— A:) co Jo3=o 

X sin (x — ai^i) sin (x — a/-i-2) ... sin (a? — a^) . 

On doit remarquer que, dans cette expression, on ne doit pas écrire sin (a? — «i), quand 
Ic=l; on ne doit pas écrire sin (íc — ai — 03), quand A: = 2; etc. 

Pour obtenir A, nous employons la formule de difFórentation de Leibnitz, et nous avons 

Jc= i 

A 1 "^ / -. N • 7 sin (êC — «1 ) ( . , N , . / o N , , . r / . -1 \ 1 

A^ 2Lí (-1)^-^^ ' C—k)^ sm(a?-ai-o3) + sm(a2-ai-2o3)+...+ sm[a?-ai-(^-l)o3j 



sin(Z[j— l)(o sin (A; — 2) 03 '** sin 03 sin 03 *** sin(^— A;)o3 
X sin (x — ai-f-i) . . . sin (x — a„) 
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ou 






sin [X — ai) sin [x — cii^i) . . . sin (x — 6^) 



X 



X 






ulpl q\ . 1 .ml 



a!p!.. ,11 
(Ã;-l)co yp) 



sin (k — 1) ( 



.siIl(^ — A:)(oJo,) = o i' 



ou cí, p, . . . , X, w, p, ^, . . . j ?7i représentent toutes les soIutions entières positives de Téqua- 
tion 

a+p + . . . + X + i6 + p-t-^ + - • .^-m = ^— 1. 
D'un autre côtó, nous avons 



quaDcl j) est un nombre pair, et 



'ãP (xcosèox)' 



Jíc = 



:0, 



quandj) est un nombre impair, en représentant par B^^_i les norabres de BernouUi. Donc 

A = 2 ^ sin (cc — a.j) sin ix — «i + a -^ j . . . sin í íc — «i + X ■— - ) sin (íc — a^ i) . . • sin (x — «n), 



X = (- 



ou 

^ ^ (A-— l)!(^-/^)!a!p!.. A!?.^!^?!^!.. .772! 

x(A;— 1)/'(A: — 2)?. . .IM^ . .{i — ky 
X (2P-1 - 1) (2í-i - 1) . . . (2''^-i - 1) F(^^) (cm), 

en donnant à a, [5, j, . . . , X, it, jp, g'? • • • ? ^^? ^ toutes les valeurs entières et positives qui 
vérifient Téquation 

ou k ne peut pas être supórieure à i^ et oii ^, q^ . . . , m doivent être des nombres pairs. 
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En appelant B la limite, correspondant à m = O, de la deuxième partie de Texpression de 
/(a?), on peut écrire 

p. '-^ sin^' (x —a\) sin {x — ai^\) . . . sin {x — «J 
k^i^i ^^•^' (^/'^~ ^0 si^ (^A; — ííj+O ... sin (a/^— «n)*^ 

En substituant les expressions de A et B que nous venons d^obtenir, dans la formule 

/(í«) = A + B, 

on trouve la fonction f(x) qui prend les valeurs données 

Avec un simple changement de notation, en supposant que les fonctions données sont 

on a 

A = 2 X sin (cc — a) sin f a? — a + a -^ j . . . sin í íc — a + X — j sin (íc — &i) ... sin (a? — 6„), 

_ yT sin^" {x — a) sin (íc — &i) . . . sin {x — 6„) ^ , 
~^^_^sin*(6/, — a)sin(è/, — èi). . .sin (ò/, — ò^)-^^ ''^' 

En posant 

&2 = íl-fw, &3 = ^l + 2tO, . . ., &j= Òl +(J— 1) CO 

dans les formules procedentes, on trouve la formule qui correspond au cas oíi sont données 
les valeurs suivantes: 

/(«), /'(«), /"(«), ...,/''-^a), 

/(H /'(^-t), /"(5,), ...,/'.'•-« (H 

/(«•i+O, /(M, /('^i^3), ...,/(6„). 

Considérons maintenant le cas general. Si Ton donne les valeurs suivantes: 

/(«),/K/"K •••,/"-*'(«), 

fm.fHfKh), ...,/0-«)(J), 



/(«), /'(«),/"(«), ...,/'™-n«), 
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et si Pon cherche la fonction f{x)y on peut employer la formule siiivante 

/(ít?) = A + B + C + ..., 
ou 

A = 21 X sin (a? — a) sin (x — a-\-a — \ sin í (íc— a + P— j . . .sin (x — « + ^-k-) 

sini {x — h) sin^ {x — c),., sin"^ (x — e)^ 
B = 2 Xi sin* (a? — a) sin (íc — ò) sin Ííc — Z> + «-õ") sin ía^j — ò + p^j . . .sin Ííc — ò + )i — | 

sin^ (cc — c) . . . sin^ (íc — e), 
= 2 X2sin^(íc— a)sini(íc — h) sin (a? — c)sinííc— c + a — j siní a?— c + P -õ-j • • .sin (íc— c-f-^-^/ 

sin^ (x — d)»., sin'^^ (cc — e), 



et ou les quantités Xi, X-2, . . . dérivent de X par le changement de i enj et de F(a) en 
Fi(b) pour Xi, et de i en l et de F (a) en F^2 (c) pour X-2, etc, étant 



Fi(h)- 



sin.?* (a — i) sin^ [a — c), . . sin"^ (a — ef 

_^ m 

sin^ {h — a) sin^ (6 — cj . . . sin^" (b — 6^ 



Les quantités et, p^ . . . , À, ?^ p, . . ., 971, À; représentent les solutions de Téquation 

a + p + . . . + X +it +_p + ^ + • • . -|- ??i = /i^ -- 1 , 

A: étant inférieur à ^ + l en X, kj-{-l en Xi, à Z + 1 en X2, etc. 

Nous devons remarquer' qu'en A on ne doit pas écrire sm{x~a) dans le terme corres- 



pondant à yb=l, on ne doit pas écrire sin Ix — a + a-^j dans le terme correspondant k 

Ã; = 2, etc. La même chose arrive en B, C, ... relativement à 6, c, . , , 

Nous devons encore remarquer que le nombre des quantités cz, p, . . ., X est í — 1 en A, 

mais que, quand k = 2j manque a; quand A; = 3, manque P, etc. On doit faire la même 

observation à Tégard de B, C, ... Le nombre des quantités^, q^ . . ., m est i — 1. 

Eníin, quand quelqu'une des quantités cí, P, , , ,, p, q^ . . ., k — 1, i — k, u est nuUe, le 

facteur correspondaot ne doit pas exister dans la formule. 
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Les formules que nous venons de trouver résolvent la question d'interpolation proposée, 
c'est-à-dire qu'elles déterminent une fonction circulaire, qui prend, elle et ses dérivóes, des 
valeurs données. Nous allons donc considérer maintenant la décomposition de la fraction 
correspondante. 

III 

Soit /(siníTj cosít) une fonction eiitière, homogène, du degré i-^j -\-l-\- , . .-\-m~l. 
Comme les quantités sin ix — a^a-^V sin í a? — a-(- [3 4y-) , etc. sont égales k ■+_á\\{x — a) 
ou à +cos(ír — a), la formule de décomposition qui resulte de la formule precedente est 

fjÁnx^ cos x) __ A.1 A2 cot {x — <^) , , Aj cot^-^ {x — a) 

sin^' {x — a) úxii (x — h).., sin^" {x — e) sin (x — a) sin (rr — a) ' ' ' sm{x— a) 

Bi B2 cot (x — h) Bj coti "^(x — b) 

-\-s'm{x — h) sm(x~b) *** sm{x~h) 



et nous connaisons les coeíRcients Ai, A2, A3, . . ., Bi, Ba, ... 

Nous allons indiquer rapidement deux autres móthodes pour trouver les eoefficients pré- 
cédents, analogues à celles employées dans la décomposition des fractions rationnelles. 

En posant 

cp (x) = sin?' (x — b) sin^ (.t — c) . . . sin^'^ (ít — e), 
nous avons 

"^ j-r-— = Al sni* -1 (x — a) + A2 cos (x — a) sm^-^ (x — a)+ . . . 

(f{x) ^ V / V y 1 

+ Ai cos^- 1 (.r — a) + K sin*' (,'/• — a). 

Cette formule donne 

. /(sin a, cos a) 

Ai = - — — . 

cp(«) 

En la diíTérentiantj on trouve le résultat 

f(únx^ cosít) 

^ = (^ — 1) Al sin^'"-2 (íT — a) cos (íi? — a) + . . . + Ai_i cos^'-* (x- a) 

+ (í ~ 1) A; cos''-2 (íT — a) sin (íp — a) + . ,. . , 
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^ /(sin a, cos a) 



A,:_, = - ^(«) 



da 

De la même manière on trouve les autres coefíicients en continuant les différentiations. 

On peut aiissi calculer les coefficients Ái, A2, ... au moyen des équations qu'on obtient 
en égalant les coefficients des mêmes puissances de h dans Tidentité suivante: 

/(sin a, cos a) + -f- A + -TT -t4 ^^ + • • • = (Al sin^"-* h + A2 cos h sin^-^ A + . _ + A^ cos^-^ h) 
^ da á da'' 



X 



cp(a) + 72cp^(a) + -ÍA2cp'^(a)+..^ 



qui donne 

/ (sin a, cos a) = A^ cp (a), 

fa (sin a, cos a) = Ai__i cp (a) + A,- cp' (a), 



Les formules precedentes, appliquées au Calcul integral, donnent une formule de réduction 
d'intégrales. 

En eífet, au moyen de ces formules, on réduit Tintégration des fractions 

/(sin.-!?, coso?) 



' {x~a) sin^' (x — Z?) . . . ' 



/(siuíT, COSO?) étant une fonction entière, homogène, du degró ^+y + • • . + w — 1, à Fintégra- 
tion des fonctions de la forme 

cos^ {x — d) 
sin^"^'^ (íi? — a)' 

qui sont le sujet de des formules de réduction qu'on trouve dans les Traités de Calcul integral. 
On peut encore employer, pour Tintégration de cette fraction, la formule 

/lcos^(a?— 'a) , n o.ÇiiHx — d) 7 ,,- x 

^ . ,. ,\ — í-^á^=— \ -^dcoiíx — a). 
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XII 

SDR UNE FORMULE TRIGONOMÉTRIQUE DIKTERPOLATION 

(Enseignement mathématique, t. VI. G-enève, 1904) 

!• Nous allons nous occuper dans cette Note de Ia question suivante: 
Déterminer la fonction entière et homogène de sin ít et cosíp, de plus petit degré, qui 
prend, elle et ses dórivées, par rapport à íp, les valem s 

Vv 2/p fo -"> M''"^^ 

Vi, y'p yh -••' .vlM), 
%; y'k^ yl^ •••. #-*^ 

quand on donne à x les valeurs íTj, íts, . . ., Xk, 

Nous avons étudié déjà ce problème dans un article publié en 188Õ aux Nouvelles Annales 
de Mathêmatiques (3."^® série, t. iv); mais nous allons le résoudre ici par une analyse plus 
simple, au moyen d^me représentation des fonctions entières et homogènes de sin x et cos íT, 
qui donne immédiatement sa solution. 

Je partirai, pour cela, de la fraction rationnelle de úxíx et cos j": 

/(sino?, cosít) 



sin^^- [x — Xi),., sinP {x — Xi).., sin^ {x — X]) 
ou /(sin a?, cos x) represente une fonction entière et homogène de sin x et cos x du degré 
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et -[- . . . + P + . . . + X — 1, et, en posant 






je Técrirai de la manière suivante: 

F (tang x) 



ou 



O) cos X (tang x — tang xíY'. . . (tang x — tang Xi)K . , (tang x — tang Xk) 



O) = eOS^ ÍTl . . . cos? íTí • . . COS^ J*/í. 



Ensuite je considere la fonction rationnelle de tangíZ? 

F (tango:?) 
Fi(tangír)' 



ou 



Fi (tang x) = (tang x — tang Xiy- ... (tang ít — tang xi)^ . . . (tang x — tang Xh)^, 
et je Ia décompose en fractions simples; ce qui donne 

F(tang^) ÍA'r Mf M^^^ Mf 



Fi (tang x) 



i=i Ltang íZ7 — tang Xi (tang o? — tang Xi)'^ (tang íi? — tang Xi)^j 



oíi M[ , Mg, ..., Mp représentent des constantes qui coíncident avec les coefficients de 
h^~^ , h^~^ , . . . , Ã^ dans le développement de 



h?F(t3íngXi + h) 
Fi(tangírí + A) ' 



et par conséquent 



F (tang 
Fi tang 



X) t;,^ fMf cos ÍC^ cos ^ UfcOB^^XiCOS^-X Mfcos^XiGo^^xl 

==^ ; 1 ^ [-. . ,-\ Í-— ^ L 

x) i=i [_ sin (cc — Xi) sin^ (x — Xi) sinP {x — ir,-) J 



Mais d'un autre côté, si Ton décompose en des fractions simples la fraction -=r-. — ^ et 

' ^ ^ Fi(tang£p) 

si Ton represente par Ai, A2, . . ., Aa; . . ., Bi, B2, . . ,, Bp; ... les numérateurs de ces 
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fractions, on trouve 

F (tang x) Al F (tang x) _ A2 F (tang x) • 
Fj (tang x) tang x ~ tang xi (tang x — tang X{ )^ 
+ 



+ ... + - 



Bi F (tang x) B2 F (tang x) 

tang X — tang xi (tang x — tang ít^)^ 



A,^ F (tang cc) 
(tang X — tang 021 )^' 

B3F(tangír) 



+ 



Pi F (tang x) P2 F (tang x) 



(tang x — tang xi) 
P-^F (tangia) 



tang X — tang X[c (tang x — tang íc/.)^ 



(tangcc — tangcc/c 



.V 



et, par conséquent, en posant tangcc = tangíCj + ^^? 



+ Ba [aP-^ F (tang *•;) -+ A?-* F' (tang xi) + ^ h? F" (tang «;) + ... 1 



+ 



+ Bp|^F(tanga;i)+ÃF'(tangXi)+.. ' 



oii R/íP represente la partie du développement considere qui provient des fractions 
Ad h? F (tang ce.; + h) Aa h^ F (tang ^ + ã) 



On a donc 



tang£Cí + A — tang£C[' (tanga?,-|- A — tangccj)^ 



Bs 



, etc. 



Mf' = Bi F (tang «0 + B2 F' tang «;,) + •••+ ,-03^ F'P-'' (tang a;,), 



ffí) 



M^" = Ba F (tang Xi) + B3 F' tang x,) + . . . - 



Br 



(13-2)! 



F'M) (tanga;;), 



Tio 



MC' = B8F(tangíBi), 



ou F'(tanga?j), F"(tang£Cj), . . . représentent les valeurs que les dérivées, F'(í), F"(í), 
de F(t) prennent, quand on y pose t= tanga?,. 
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De ces formules et de la suivante: 

/(sino?, cos ítj) F(tangcig) 

sin^ (x — Xi),,, sinP (x — Xi),.. sm\x — xji) co cos x Fi (tang a?) 

il resulte la suivante: 



1^, ^ (p(x)'Lj!\r BiC.OBXi , Bâcos^ccicosa? , , BftcosPí^íCosP ^0? n^. . 

l ■ oò i=i(LBm(x — Xi) sm^{x—Xi) sm^{x — Xi) J 

, r Bgcosoíj , Bscos^íc^cosíc , , BBcos^~"^í»^cosP~^í»n_,. . . 

\_Bm[x — Xi) sm^(íc— a?j) sm'' (x — Xi) J 



(i){ 



(p — 1)! ún(x—Xi) 



BBcoso,,. 5,(p-, (ta^g^ J^ 



ou 



(p (íí?) = sin^- (x — Xi).., sinP (í;c — ccj) . . . sin^ (í;c — xjc), 

qui est celle que.nous proposions d'obtenir. 

Au moyen de cette formule on peut résoudre immédiatement le problème antérieurement 
énoncéo 

En effet, réquation 

/(sin íc, cos íc) = cos^'^ ccF (tang ít?) 

et celles qui résultent de sa dórivation par rapport à Xj déterminent les quantités 

F(tangcci)^ F^ (tangcc^), F'^ (tangcc^-), ..., 
quand sont données les quantités 

/(sina?,-, cosíT,-), f^ (rnixi^ cobxí), /^4 (siníí?,-, coso?,-), ... 

2o Voici encore un autre problème qu^on peut résoudre au moyen de la formule qu^on 
vient de trouver, en remarquant que Texpression qu'elle donne pour /(sina?; cos cc) peut être 
réduite premièrement ,à la forme 

f (sina?, coscc)==KínCos^'^íc + K„i_2COs*^-'^cc+- • . + siníc[L„i__icos*'^-*íc + L,n-3Cos^~^a?+. . .]? 
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^t qu'ensmte5 au moyen des égalités connues 

2^-^ cos^ íc = cos aíc + ( ^ ) cos (a — 2)x-{-l i K.^J^ ^u- — 4) o:? + . . . + -õ~ 1 



. I (JUS ^^a — ^^ í^t; -f I ^ I '^'jo ^u- — '±j 'jc~\-. . . -[- -^ ± 



\ ^ / 



si a est un entier pair, et 

/ a 

-(a~l) 



2^—^ cos^ a? = cos ax^{ \ cos (a — 2) í:c + í j cos (a — 4) íc + . . . + i 1 ^^^ ^ ^ ) cos x^ 



\ 2 
si a est un entier impair, elle peut être réduite à la forme suivante: 

!/sin a?, cos x) = E^ cos mx + R?rt_2 cos (m — 2) cc + . . . + Ei cos a? 
+ Sííj sin w2ít? + Sw~2 sin (m — 2) íc + . . . + Si sin x^ 

quand m est imjpaivj, et à la suivante: 

!/sin x^ cos a?) = E^^ cos mx + E^i__2 cos (m — 2) cc + . . , + Eo 
+ S^ sin mx + Sm~^ sin (m — 2)x~\-, . . + S2 sin 2í;c, 

quand m est pair. 

On peut dono résoudre, au moyen de la formule (1), le problème qui a pour but de cher- 
cher les coeíScients qui entrent dans une des expressions (2) ou (3), quand sont données les 
valeurs qu^elle et ses dérivées prennent aux points xiy x^2, • • . , íc/o en déterminant première- 
ment, au moyen de ces valeurs et de la formule (1), la fonction /(sincc; cosíc), et en la ré- 
duisant ensuite à une des formes (2) ou (3). 
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OES AS BEiAOlS PAREIS l 



(Dissertação inaugural apresentada á Faculdade de Mathematica da Universidade de Coimbra, 
para obter o grau de doutor. Coimbra, 1875) 
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INTRODUCÇAO 



O problema da integração das equações ás derivadas parciaes de segunda ordem é consi- 
derado pelos geómetras como um dos mais diíBceis do Calculo Integral, e nEo se sabe actual- 
mente resolver senão em casos particulares. Escolbi-o para assumpto doesta dissertação pela 
sua grande importância. 

Proponho-me expor os trabalhos de Euler, Laplace, Monge, Ampere, Boole e Imsche- 
netsky para a sua solução, intermeando-os de algumas indagações minhas. 

No Jornal da Escola Polytechnica de Paris (cad. xvii) encontra-se uma memoria de 
Ampere sobre a theoria geral dos integraes das equações ás derivadas parciaes de uma or- 
dem qualquer, para a qual a attenção dos geómetras foi chamada recentemente por Imsche- 
netsky, professor na Universidade de Kazan (*). 

Porém, tanto Ampere como Imschenetsky, que expõe toda a theoria do sábio franoez, 
consideram só o caso de haver duas variáveis independentes; nem sei que geometi^a algum 
tenha generalisado mais a questão. O capitulo I da minha dissertação é todo destinado á 
theoria de Ampere, que generaliso porém, estendendo-a a um numero qualquer de variáveis 
independentes, usando para esse fim de alguns theoremas muito conhecidos da theoria das 
combinações. 

Muitas vezes, para integrar as equações do segunda ordem, recorre-se á transformação 
da equação proposta n'outra mais simples. Doestas transformações tracto no capitulo II, onde 
exponho primeiramente as transformações de Euler e Imschenetsky, e depois outra que con- 
tem como caso particular a de Laplace. 

A equação em que todas as derivadas parciaes de segunda ordem entram na primeira 
potencia, é aquella de que os geómetras se têem occupado mais. Monge, seguindo um ca- 
minho análogo ao que se seguia no caso das equações de primeira ordem, deu um methodo 
para integral-as. Este methodo porém, sendo só applicavel quando a proposta tinha um inte- 



(1) V. Gr. Imschenetsky: Estudo sobre os methodos de integração das equações ás derivadas parciaes de 
segunda ordem de uma funcçào de duas variáveis independentes, traduzido do russo para francez por J. HoiieL 
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gral intermédio, Ampere tractou de resolver o problema sem esta restricção em uma memoria 
notável, publicada no cad. xviii do jornal que contem a que foi anteriormente mencionada. 
O methodo, que para esse fim deu, não diíFere essencialmente do de Monge, no caso de haver 
integral intermédio. No caso de o não haver. Ampere ensinou a transformar a proposta 
n^outra mais simples. Estes trabalhos de Ampere foram completados e aperfeiçoados por 
Imschenetsky, que deu a theoria geral d'esta transformação. Os geómetras inglezes Boole 
e Morgan occuparam-se também das equações lineares de segunda ordem; porém os seus 
methodos são, como o de Monge, fundados na existência de um integral intermédio. O ca- 
pitulo III da minha dissertação é destinado á exposição dos trabalhos de Monge, Ampere e 
Imschenetsky. 

No capitulo IV continuo em primeiro logar o estudo, principiado anteriormente, das equa- 
ções da forma F Íí», ?/, 2, -7—, j =0, cuja importância exprimiu Ampere pelas palavras 
seguintes, que, segundo diz Imschenetsky^ são ainda verdadeiras na epocha actual: «Les 
équations aux diffórentielles partielles du second ordre qui ne contient que la dérivée - 

de cet ordre, doivent être examinées avec d'autant plus de soin, que c'est souvent en y ra- 
menant les autres équations aux diífórentielles partielles du seconde ordre qu'on parvient à les 

/ cJ Z (i,Z (1 z \ 

intégrer. L'intégration des équations comprises dans la forme F (íc, y, z -3—, -y-, j =0 

peut être régardée comme la première question à résoudre pour arriver à celle de toutes les 
équations du secondre ordre. Mais ce problème parait devoir échapper encore longtemps aux 
méthodes de 1'Analyse actuelle; on ne sait encore intégrer ces équations que dans les cas ou 
elles ont une intégrale intermédiaire, et dans le cas des équations lineaires intégrées par 
M. de Laplace». 

Laplace occupou-se da integração das equações d'esta forma, quando são lineares relati- 

fj Z (i Z Cã Z 

vãmente a ^, -^, -^, ^ . Imschenetsky considerou as equações, mais geraes, em que só- 

n 'Z (1 z u Z {jZ ' 

mente -^ — 7- e -1—, ou -^ — 7- e -^ entram no primeiro grau. E o que pôde ver no n.® 25. 
dx dy ■ dx dx dy dy 

Quando existe integral intermédio, empregam estes geómetras, para o achar, o methodo 
da integração das equações differenciaes ordinárias a três variáveis. Reflectindo sobre este 
methodo, nota-se que se pode dar-lhe uma forma nova, que o torna applicavel a outras equa- 
ções. Pode ver-se no n.° 16 o methodo assim generalisado e as condições para elle ter logar, 
no n.^ 27 a sua applicação á equação (5), que contem aquella de que se occupou Imsche- 
netsky, e no n.° 28 á equação mais geral (10). 

Laplace, quando a sua equação não tem integral intermédio, transforma-a n'outra. O 
mesmo faz Imschenetsky. Esta transformação, que se pode ver no n.*^ 25, está comprehen- 
dida na transformação mais geral que considero no n.^ 16, e é no n.° 27 applicada ao caso 



de a equação dada não poder ser resolvida relativamente a -^ 



dy' 
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d z d z d ^ d z 

As equações em que só entram as derivadas de se^nda ordem -^ — ^ e -7-^, ou -^ — ~ e -^-0, 

dxdy dx^ dxdy dy^ 

são muito importantes, porque a ellas se reduzem muitas outras pela transformação dada no 
capitulo II. No n.^ 29 apresento algumas indagações sobre um grupo doestas equações^ que 
creio não ter sido ainda considerado, consequência da generalidade que dei ao methodo de 
Laplace. 

Nenhum geometra, que eu saiba, se tem occupado da integração de a equações simultâ- 
neas ás derivadas parciaes com a variáveis dependentes, exceptuando Combescure (*), que 
integrou um grupo particular de equações de primeira ordem. A esta doutrina consagro um 
pequeno capitulo, onde indico rapidamente o modo de estender a theoria dos integraes, dada 
por Ampere para o caso de uma equação única, ao caso das equações simultâneas e onde 
integro um grupo d' estas equações. 

Coimbra, 1875. 



(1) Comptes-rendus hehdomadaii^es des séa7ices de VAcadémie des Sciences de Paris (1872). 
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CAPITULO I 



Tlieoria cios integi^aos dLas eciixaoÔes 
ás clerivaclas pa3?ciaes 



1. Seja 

F = 

lima equação ás derivadas parciaes de ordem q com n variáveis independentes x\^ a?2, c , . , x^, 
O integral doesta equação diz-se gercã quando satisfaz somente a ella e ás equações que 
resultam de a derivar successivamente em ordem ás variáveis independentes ; isto é, quando, 
derivando-o um numero m de vezes, egual ou maior que ^, e derivando m — q vezes a pro- 
posta, resultam dois systemas idênticos de equações, qualquer que seja m. 

Sendo pois o numero das equações de um e outro systema assim obtidos diíFerentes, deve 
este integral conter um numero sufficiente de arbitrarias para se poder identificai- os. 

Se o integral satisfizer a mais relações do que a proposta e suas derivadas, diz-se parti- 
cular ou singular, 

2c Suppondo o integral expresso por uma equação única, é fácil de ver que o primeiro 
dos systemas de equações mencionados contem um numero d'ellas igual á somma dos números 
de combinações que se podem fazer com n letras, tomando- as desde uma a uma até m a wi, 
entrando a mesma letra de uma até m vezes em cada combinação, mais uma unidade, e por- 
tanto, segundo uma formula conhecida (Francoeur, ed. de Coimbra, parte iii, pag. 41), egual a 

\(m -\- n) Q ii\. 

O numero de equações do segundo systéma é egual a 

[{m-\-n — ^)C7i]. 
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Deve pois, para o integral ser geral, haver um numero de arbitrarias não inferior a 

^ = ^(m + 7i) G n] — [(m -{-n — qjC n] 
==:[(m + 7i~])C{n~l)] + [(m + n--2)C{n~l)]+...+ [{m + n-q)C(n-l)]. 

Vê-se portanto que o numero das arbitrarias deve augmentar com m, condição a que sa- 
tisfazem as funcções arbitrarias de argumentos determinados. Estes argumentos sao funcçoes 
das variáveis e cada funcção pode ter mais do que um argumento. 

8c Os argumentos, a que vimos de nos referir, sao funcções explicitas das variáveis ou 
funcçoes implícitas das mesmas. Em ambos os casos a forma do integral é a seguinte: 

Contem k-{-l equações com k argumentos^ g funcçoes arbitrarias (mais tarde determina- 
remos este numero) com suas derivadas e integraesj em numero de g\ obtidos por derivação 
ou integração relativa aos argumentos^ considerados como variáveis independentes, 

E aos integraes d'esta forma que diz respeito o estudo, que vamos fazer. 

4. Um integral da forma indicada dá, derivando-o até á ordem m relativamente a cada 
uma das variáveis independentes, um systema de equações cujo numero é egual a 

(À;+l)[(m + n)Cn]- 

e a proposta e suas derivadas até á ordem m formam um systema de equações cujo numero 
é egual a 

[(m-j-^ — §') C?^]. 
A differença entre estes números ó egual a 

^^ = ^[(m + 7z)Cn] + [(m + 7z-l)C(72-l] + [(m + n-2)C(n--l)] + ... + [(m+n-^)C(n~l)]; 

e deve portanto haver no integral um numero de arbitrarias, para se poder identificar os dois 
systemas de equações, que não seja inferior a S^ 

5« O integral e suas derivadas até á ordem m, formando um numero de equações egual 

a [(m + n) C n] (yt+ 1)? podem determinar as derivadas da variável dependente 2, até á mesma 
ordem, independentemente das derivadas dos argumentos, porque o numero dos argumentos, 
suas derivadas e derivadas de ^ é também egual a \(m-\-n)On](k-\~l), 

VOL. II N 
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6. Como a eliminação, de que acabámos de fallar, pode fazer desapparecer algumas 
funcçoes arbitrarias, vamos estudar a lei do desapparecimento d'estas funcções nas derivadas 
suecessivas de z. 

Sejam a, p, ... os argumentos de uma funcção arbitraria que entre no integral, seja 
<p((x, p, . . .) esta funcção e, suppondo 

tomemos a em logar de xq para variável independente. 

Derivando esta equação relativamente a Xy^ resulta, collocando as derivadas parciaes entre 
parentheses, quando a é tomado em logar de xq para variável independente, 

df ^ df fdx^\ 



lA/Xy ChXfi \ (XXy 

d^onde se tira 

/dx(^\ dXy 

\dXy ) df' 



dx. 



6 



/dx^\ 
Dependendo a, por hypothese, de x^ e Xy^ segue-se que ( -^ — I não pode representar zero 



nem infinito. 

Derivando a mesma equação relativamente a a, resulta a relação 



dxf^ \ 
da / " 


1 




dxQ 



fdx^\ 
que mostra do mesmo modo que ( -^ — 1 não pôde representar zero nem infinito. 

Posto isto, se considerarmos uma serie de derivadas de z^ tem logar para ellas o theorema 
seguinte : 

Se uma funcção arbitraria de a, derivada relativamente a a de outra que entre no integral, 
apparece pela primeira vez em uma das derivadas de z, de ordem p, deve apjparecer em todas 
as derivadas de z da mesma ordem que differem d'aquella somente pelo numero das derivações 
relativas ás variáveis de que dep>ende a. 

Se uma derivada de z, de ordem p, não differir de outra, de ordem p — 1, pelo numero de 
derivações relativas ás variações que entram em a, a primeira só contem as derivadas, relati- 
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vãmente a a, das funcçoes arhitrarias^ dependentes doeste argumento^ que entravem na derivada 
de ordem p—rl, 

Suppondo primeiramente que a só depende de xq e cc^, consideremos as três derivadas da 
ordem p 



A — 


d^z 




dxi . . 


..^4+*...^^r. 


, ,dxl^ 


B — 


dPz 




dxl . 


. . dxy . . . dxQ . . 


. dXn 


P — 


dPz 





j a 7 b — 1 7 d-4-i j e * 

ax{ , . . axy , . . dx^ ' ... ax^ 

Estas derivadas são todas da ordem b-{-d relativamente ás variáveis xq e Xy^ que entram 
em otj sâo porém todas da mesma ordem relativamente a cada uma das outras variáveis. 
A serie das derivadas de ordem p—lj d'onde resulta a segunda das precedentes, é 



D- 






df-^z 








dxi 


. , .dxi. 


...dxi,. 


..dxQ.. 


..ãxl' 


E = 






dP-^z 






dxl, 


.dx'-'. 


...dx'^. 


. . dxfj . 


..dxi' 


G- 






dP-^z 








dxt.. 




.dx^... 


• dxfj . , 


..dXn 


H = 






dP-i z 







dxi . . . da-y . . . dxl^ . . . docQ . . . dXn 

Tomando a para variável independente em logar de ooq e derivando Gr e E relativamente 
a Xy^ resulta 

'dG\ /dxf\\ 



dXy / \ dXy J 

'^^ B + CÍÍ^V 



dXy / \ dXy 



Hosted by 



Google 



108 



e derivando as restantes quantidades D, . . ., H relativamente a uma variável qualquer o?^, 
que não entre em a, 

d D dPz 



dx., 



dxl . . . dxy . . . ãx^^' . . . dxQ . . . dxn 



áH _ dP^z 

^^oj dxl • • • ^^y • • • «^^0^^ • • • ^^0 • • ' ^^n~ 



As duas primeiras equações provam que A e C contêem as funccoes arbitrarias, derivadas 
de cp (oí, p, . . .) relativamente a a, que entrarem em B, visto que, por hypothese, nao entram 

em E nem em Gr, nem portanto em (-^ — j e i-j — L pois que para formar estas derivadas 

/ dxQ \ . 
a deve ser considerada como constante, nem entram também em ( — — ), cuja expressão é 



dada pelas equações que definem o integral considerado (n,° 3). 

/docQ\ 
Para chegar a esta conclusão suppõe-se que ( -= — ) não é identicamente nulla nem infinita, 

isto é, que a depende ãe x^ e Xy, 

No segundo grupo das equações precedentes, por ser a considerado como constante nas 
derivadas, que entram nos primeiros membros, não podem nos segundos membros entrar 
funcções arbitrarias de a, que não entrem em D, . . . , H. 

Considerando as derivadas B, A e 

dPz 



(Jj'Ày\ • • • (ÂJLy • • • iAiJLri «ao iÀvUn 



ou as derivadas B, C e 



dPz 
dxi . . , dxy . . . aíCQ . . . dXn 

e repetindo as considerações que vêem de ser feitas a respeito das derivadas A, B e C, vê-se 
que contêem as funcções arbitrarias derivadas de cp (a, p, • •)? i^^lativamente a a, que entram 
respectivamente em A ou C, e portanto em B. 

Continuando do mesmo modo demonstra-se completamente o theorema enunciado, 
Eesta considerar o caso em que a depende de um numero qualquer de variáveis inde- 
pendentes. 
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Consideremos, para isso, a derivada 



B: 



ãPi 



(XvC^ • • • CíÇOy • • • (Â/tJuii • • • OjvCq « • • CvOCi^ 



Se fizermos n'ella variar ò e d ãe modo que b-{-ã fique constantej obtem-se uma serie 
de derivadas a que se applica, como vimos de ver, o theorema enunciado. 

Fazendo depois variar em cada elemento doesta serie h de modo que 7i-{-d fique constante, 
vêem outras series de derivadas ás quaes é applicavel o theorema enunciado. E, como cada 
uma d'estas series tem um elemento commum com a que primeiramente se considerou, é o 
mesmo theorema applicavel a todas as derivadas que nellas entram. 

Continuando do mesmo modo, mostra-se qae o theorema tem logar qualquer que seja o 
numero de variáveis de que dependa a. 

Se houver só duas variáveis independentes, este theorema coincide com o de Ampere, o 
caso porém de a conter só uma variável, que é uma excepção ao de Ampere, tal como este 
sábio o enunciou, está incluido, como é fácil de mostrar, no theorema mais geral precedente- 
mente enunciado. 

?• Vejamos outro theorema relativo ao apparecimento das funcções arbitrarias nas deri- 
vadas successivas ãe z. 



E 



B = 



dG 
da 



d a 



e portanto, se Gr e a?Q contiverem uma funcçao arbitraria de a e se outra funcção arbitraria, 
derivada de qualquer ordem d^aquella relativamente a a, não entrar nem no integral nem 
nas derivadas de z de ordem inferior a p, esta nova funcção de a entrará em B, se não entrar 
em um factor commum ao numerador e ao denominador da fracção precedente. 

Fazendo em Gr variar j?, deve chegar-se a um estado em que esta ultima circumstancia 
se dê, visto que o denominador da expressão de B permanece inalterável e o numerador 
muda constantemente, por mudar a funcção arbitraria, a que vimos de nos referir, e o factor 
que a encerra. 

Quando este estado se der, B e as derivadas da mesma ordem, a que se applica o theo- 
rema demonstrado no n.^ 6, contêem uma funcção arbitraria que não entra nem no integral 
nem nas derivadas de z de ordem inferior a p. 
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Depois, nas derivadas seguintes de z em ordem a x^ devem apparecer novas funcçoes 
arbitrarias de a, derivadas das primeiras relativamente a cí. E o que mostra, com eífeito, a 
expressão 



dPz \da 



dxt.,.dxl,.dxP~\..dXn " {^\ 

\da) 

pois que em B ha uma funcçao arbitraria de a, que, por não entrar no integral, não entra 

fdx^^ 
em ícq, nem portanto a sua derivada em ( -^ — 

O mesmo se diz relativamente aos outros argumentos. 

8» Demonstremos agora o theorema seguinte: 

O integral de uma equação ás derivadas jparciaes da ordem q com n variáveis independentes 
contem pelo menos q funcçoes arbitrarias distinctas com n — 1 argumentos. 

Com effeito, o numero das condições, a que as arbitrarias têem de satisfazer, é, como 
vimos, egual a 

k[(m + n)Cn] + [{m + n--l)C{n~l)] + [{m + n-2)C{n-^l)] + ...+l{m + n--q)C(^ 

D'estas equações k [{m -\-n)Cn] servem para determinar os argumentos e as suas deri- 
vadas relativamente a íci, íc^, . . •; devem portanto as restantes ser em numero egual ou in- 
ferior ao das funcçoes arbitrarias e suas derivadas em ordem aos argumentos, que entram no 
systema de equações que resultam de derivar o integral, até á ordem m, relativamente a 

Vamos determinar este ultimo numero. 

1.° Se no integral entram g funcçoes arbitrarias com l argumentos cada uma, o numero 
das funcçoes arbitrarias que, por esta parte, entram no systema que resulta de o derivar 
relativamente a xi^ x^^ . . ., x^^ até á ordem w, é egual a g\{m-\-l)Ql\, 

2.^ Supponhamos que no integral entram também funcçoes arbitrarias obtidas por deri- 
vação de algumas das que vêem de ser mencionadas relativamente aos argumentos, conside- 
rados como variáveis independentes. 

Consideremos jima, de ordem 0, e vejamos qual o numero de funcçoes arbitrarias que 
introduz no systema, que não estejam comprehendidas no caso primeiro. 

O numero das derivadas de ordem m d'esta funcção arbitraria relativamente aos seus 
argumentos (Francoeur, ed. de Coimbra, parte iii, pag. 39) é egual a 

[(m + Z-l)C(Z-l)]; 
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e estas derivadas, por serem de ordem m-}-6^ nao estão comprehendidas entre as funcçoes 
arbitrarias consideradas no caso primeiro. 

Do mesmo modo o numero das derivadas de ordem m— 1, m — 2, ..., m — 6+1 da 
funcção considerada relativamente aos seus argumentos sao respectivamente eguaes a 

[(m + l-2)C(l-l}], [(m+ 1-3)0(1-1)], . . ., [(m + l-6)C{l-l)]. 

Logo o numero total das funcçoes arbitrarias introduzidas de novo é egual a 

[(m + Z-l)C(Z-])] + [(m + Z-2)C(/-l)]+...+ [(m+Z-e)C(Z-l)]. 

3.® Se no integral da equação proposta entram funcçoes provenientes da integração das 
funcçoes arbitrarias consideradas no caso primeiro, relativamente aos argumentos, é fácil de 
ver que, para achar o numero das funcçoes arbitrarias derivadas d'estes integraes, que nao 
entram no caso primeiro, temos de sommar números que coincidem com os das combinações 
de certos números de lettras, inferiores a m + Z, tomadas l — 1 a l — 1, l — 2 a l — 2, Z — 3 
Si 1 — 3 j etc. 

Consideremos, com effeito, o integral JJf - . . J ^ãa^d^^ , , . Derivando-o até á ordem 
m relativamente aos argumentos cujas dífferenciaes não entram neste integral, obtemos um 
grupo de arbitrarias, que não entram no caso primeiro, cujo numero é egual ao das combi- 
nações de m + í letras, tomadas í a í, í repesentando o numero de argumentos que entram 
em <p e cujas differenciaes não entram na expressão considerada, o qual é porisso menor do 
que l. 

Podemos pois dizer que é condição necessária para que o integral seja geral a seguinte: 

[{m + n--l)C{n-l)] + [{m + n-2)Q{n-l)] + ... + [{^^ 

onde 

^' = S[(m + A)C(í-l)] + S'[(m + B)C(Z-2)]+..., 

A, B, ... representando números inteiros positivos, inferiores a l. 

Sendo a mais alta potencia de m no primeiro membro de grau n — l e de grau Z a do 
segundo, e devendo esta desegualdade ter logar qualquer que seja m, temos pois 

que é o que se queria demonstrar. 
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Determinação dos argumentos e suas i)ropriedades 



9. Demonstradas as propriedades geraes dos integraes das equações de ordem qualquer 
e com um numero qualquer de variáveis independentes, vamos agora procurar as equações 
que determinam os argumentos, seguindo o mesmo caminho que Ampere, generalisando porém 
o seu processo para um numero qualquer de variáveis independentes. 

Para mais simplicidade na exposição consideraremos as equações de segunda ordem; porém 
o que vamos expor applica-se ás de uma ordem qualquer» 

Seja a equação proposta 



(1) 



^[ 



Xi, X^^ . . ., Xnj 0, pi, JP2 



dxi dxi dx^ 



dXnJ 



o, 



onde 



dz 



Pi- 



dxi^ 



jo^-- 



dz 
dx^' 



Í?3 = 



dz 
dx^'' 



Representando por a um argumento do seu integral e suppondo 



~J y^Qj ^vj ^wj • • •) 



podemos tomar a em logar de xq para variável independente, e temos assim as equações si- 
multâneas 



(2) 



da 

(Â/i/by 

da 



da /dxQ 
dxQ \dxy 

da / dx^ 



dxu dxQ \dxu 



= 0, 

= 0, 



/dx^\ /dxQ\ 
que determinam a, quando se conhece i-^ — 1? ( -^ — 1, ..., quantidades que vamos deter- 
minar por meio da equação proposta. 
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Para isso, derivando (1) m — 2 vezes em ordem a ccq, resulta 
dF d^'z dV d^z ,y^^ ^'''^ ^ d¥ d''' z i -p__a 

UjÍá) Ç. (Ã/Ou r. Ct/VCy (áiQC Cf/JUy (JjJi/n 

onde R contem as derivadas de z de ordem inferior ame onde si u e v se devem dar todos 
os valores desde 1 até n, excluindo 6, 

Tomando na equação precedente a para variável independente em logar de x^^ acha-se, 
pelas formulas 

/ d^^-^z \ 
j dx''^-^ 



U 



Clit/L/y 

*'^-'i z 



(X/X (X/Xy 



*» z 

1 


dP'z 


/dx^ 


(AjJUf, (JjJuy 


dxl^ 


\dxy 


d^''z 


d'''z 


l^dx^^ 



(X/OCij / (XX Q CvX (X/X Q (X'Xy \ (X/Xy I 



d'''-^ 



z 



dx''^~^dXy \ im^ gm.^ /^^^ 

(X/Xll (X/X f^ (XjJUy CvJL"if^ fJjJb rs (Ã/Jby \ (X/Jbf^f^ J 

/ d"^'-^ z \ 

c?^^2__ V da / 
dx^Ij' /dx^ 

\d a 



uma equação da forma 



, d'''- 






'^ "^-Q^o, 



/dXQ\ 

\da/ 

onde P e Q representam expressões que só dependem das derivadas de z de ordem inferior 
ame das derivadas de ordem m que entram nos primeiros membros das equações ante- 
riores. 

VOL. II O 
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Màs, por outra parte, demonstrou-se no n.^ 7 que pode sempre dar- se a m um valor tal 
que em -j-^ exista uma funcçâo arbitraria de a que não entre nas derivadas de z de ordem 
inferior a m; e esta funcçao arbitraria não entra também nas derivadas 



d -r, r \ d ~ — -^r^ — \ /d 



C I I (A/SCr. (XiQUy j i dtJbç, CLjUy 



\ U/t/by / \ (ÃJby / \ IJjtÂj"^^ 

visto que, para as deduzir de 



ff rpm— i ' flr^m—t flrp ' 

xAjtAy r, \A/tAj f. ^VtÁjy 



deve considerar-se a como constante. 

Logo a funcção arbitraria considerada entra no coefficiente de Q e não entra nem em P 
nem em Q; e estas expressões devem ser porisso separadamente nullas. 

Temos pois 

^F ^ d¥ /dx^\ ^ ^ d¥ /dx^\^ ^ ^^ d¥ /dx^^ (Í^Í\^Q 

^ ' d^^ z ^ d^^ z \dvy/ j^"^ ^ \dxy / *^ d^^ z \dxyj \dxuj ' 

d ç. d — ^ d ç^ d — ^ 

dvi dvr, dx dx'^ dx dx 



equação ás derivadas parciaes de primeira ordem, e 

P = 0. 



Por meio das equações (2) e (3) vê- se ainda que a satisfaz á equação ás derivadas par- 
ciaes de primeira ordem 



d¥ /daY , V. dF da da . ^ dF ída^ dF da da 



^d^z\ dxfi 1 ^ d^ z ' dx ' dxri ^d"^ z \dx j ^ d^ z dx ' dx 

d \ "/ d ^ " d ^ ^/ d ^ ^^ 

dx-i, dxr, dx dx^ dx dx 

Q Q V V V u 



Consideremos dois casos particulares d'estas formulas, de que teremos de usar adeanteo 
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1." Se o argumento a for egual a tfg, a equação (3) dá 

logo em (1) nã,o deve entrar neste caso -j-^. 

Conclue-se d'aqui que cada argumento, que se conhece^ pôde servir para transformar a 
proposta n^outra mais simples, tomando este argumento para variável independente. 
2.^ Se a depender somente de duas variáveis x^ e Xy^ a equação (3) dá 

d¥ d¥ fãxQ\ dF /dx^y 



-jd'^Z , d"^ Z \dXy/ 7^^^ \dXy y 

Cl/X r, (Â/Xf\ (X/X (X/X 

o 6 í^ y 

e a satisfaz porisso á equação 

d¥ /day dF da dc^ dF (da\^ __ 

^d'^z [dxQj j d^^z dxQ'dx^ d^ z \dx^J 

(X/X ç, (X/Xr, (XX (XX 

o 6 ^ ^ . 

Se o integral da equação proposta contiver dois argumentos eguaes, que dependam só- 

/dx^\ 

mente de x^ e Xy^ os dois valores de ( 1, dados pela primeira equação, devem ser eguaes, 

\dxy/ 

e portanto os coefficientes da equação proposta devem satisfazer á condição 

/ dF \ 2 dF dF ^ 

' ^2 ^ » ^d"^ z ^d^ t 

d-rr^ d^r^ 



\ Q v/ 6 ^ 

Se o integral da equação proposta contiver dois argumentos eguaes a xq^ a relação ante- 
rior mostra que deve ser 



LvX r, (XX r. (XX 



(j Z u Z 

e que porisso aquella equação não deve conter -^ nem -^-^, 

6 V 
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IO. Se houver só duas variáveis independentes x e y^ as formulas (2) e (3) reduzem-se a 

da da / dy\ 

dx dy\dxj ' 

dY _dY ídy\ rJF [ày^^g 
dt ds \dxj dr \dx/ ' 



onde 



d'^ z d'^ z d'^ z 

dx'^ ' dxdy'' dy"^ ' 



d^z 
!!• Se o valor de y-^-, tirado da formula 

d^^ z \da 
dx^^ /dxQ\ ' 
\d a 

contem uma funcção arbitraria de a, que nao entra nas derivadas de ordem precedente, não 
é necessário derivar a proposta para fazer a transformação indicada precedentemente, pois 
que fazendo m = 2 nas formulas do n.^ 9 obtêem-se as relações que servem para transformar 
a proposta n'outra, que se decompõe nas duas 

P^O, Q = 0. 
No caso de duas variáveis independentes estas relações são 

dq 
da 



dy_ 
da 



onde 79 = —^, (7 = -—, das quaes adeante havemos de usar. 
^ dx ^ dy 
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CAPITULO II 



Ti?anLsfo2?ixiaooes das eq[xiaçoes 
ás clor^ivad-as paroiaes 



12. O que vamos dizer n'este capitulo applica-se no caso de a equação proposta ter um 
numero qualquer de variáveis independentes, todavia, para simplicidade, supporemos que a 
proposta só tem duas e portanto é da forma 

(1) F (x, y, z, p, q, r, s, t) = 0. 

Não ha um methodo geral para integrar a equação (1), recorre se por isso muitas vezes 
á mudança das variáveis independentes ou dependente, para a reduzir a uma forma anteci- 
padamente estudada. E d'esta transformação que vamos tractar. 

13. Mostrou-se no capitulo precedente que, tomando os argumentos para variáveis inde- 
pendentes, pode transformar~se a proposta n'outra mais simples. 

No caso de se poderem obter por qualquer processo os argumentos em funcção de x e y^ 
. a transformação é fácil e vamos effeitual-a. 
S^*am 

as duas equações, que ligam as novas variáveis a e p com as antigas x e y^ sem suppor 
ainda que a e p são os argumentos do integral de (1). Teremos, para transformar (1), de 
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empregar as formulas: 

dz da dz d^ 
da' dx d^' dx^ 

dz da dz d^ 
^ da' dy d^' dy"^ 

_d^z /day d^z dl ^_.^(^^^^ ^_l_^^ ^ 

da^' \dxl dad^ ' dx* dx d^'^ \dx/ da ' dx^ d^' dx^'' 

__d^z da da "d?z ida d^ da ^\ , ^ d^ d^ dz d^a _^dz d'^^ 



da^* dx' dy dad^ \dx ' dy dy ' dx) d^'^' dx' dy ' da dxdy d^' dx dy'' 
^""^ [d^J '^ dad'^' dy' dy'^d^^\dy) ~^ da' dy^~^ dy dy^' 
Obteremos assim a equação 

/d'^z d^z d'^z dz dz q\ n 

^^'> "^ te' d^~ã^' 1^' ^' d^[ ^' ""^ 7 ^ 

1.® Se a e p forem os argumentos do integral de (1), devem ser nuUas as derivadas de 

d z d z 
(2) em ordem a -y-| e -yõ^? ^ a equação (2) toma a forma 

et Oí"' (X p 

/ d'^ z dz dz \ ^ 

Esta transformação, devida a Euler, é aproveitável quando as raizes Xi e Xâ da equação 

dr as dt 

são funcçoes somente de o? e 2/; pois que os argumentos a e p devem satisfazer ás equações 
ás derivadas parciaes de primeira ordem 

d:P (day , c^F da da . d¥ fdaY ^ 



dr \dxj ds dx dy dt \dy / 

d¥ fd^^ , dF d^ d^ dF [d^Y_ 



dr \dx/ ds dx dy dt \dy 
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ou 

da da d^ d^ 

dx dy^ dx dy"^ 

e porisso devem coincidir com os argumentos das funcçoes arbitrarias que entram nos inte- 

graes doestas equações. 

dz 
2.^ A condição para que em (2) não entre -7- é 



dF da dF da dF d^-a dF d^ a dF d^a__ 
dp ' dx dq ' dy dr ' dx^ ds ' dx dy dt ' dy'^ 

dz 
A condição para que desappareça -y^ resulta da precedente, mudando a em p. 

Se os argumentos cc e p do integral satisfizerem a uma doestas condições, a equação (2) 
toma uma das formas 

/ ã^^z dz \ 

/ á^g dz o\ n 

* Ij^' ^' '' "' ^/ ^ 

3.^ Se os argumentos forem eguaes e tomarmos o seu valor para uma das variáveis in- 
dependentes, a equação (2) reduzir-se-ha á forma 

í d^ z dz \ 

dj z d z dz 

onde não entram (n.^ 9) as derivadas ^-^ e -^ — 7—, nem também a derivada -r— . Esta ultima 
^ ^ da-' dadx da 

circumstancia foi demonstrada por Ampere do modo seguinte. 

rir/ fJ2 ly 

As expressões das derivadas -^ e -7-^; tiradas do integral da equação considerada, con- 
têem só as funcçoes arbitrarias de a que entram no integral, e a expressão da derivada de 
■j— contem uma nova luncçao arbitraria de a. Logo se a equação considerada contivesse -7—, 
e se portanto fosse 

dz ^ /d'^z dz 
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as expressões mencionadas precedentemente não poderiam satisfazer a esta equação, visto que 
introduziriam no seu primeiro membro uma funcção arbitraria que não existiria no segundo. 

14. Também se pode transformar a proposta mudando de variável dependente, 
Suppondo 

sendo u a nova variável dependente, as formulas para esta transformação são 

df df du 
^ dx du' dx^ 

df df du 
dy du' dy"^ 

d^f d^f du d^^f /du\^ df d^u 



dx'^ dxdu' dx du^ \dx/ du dx'^^ 

d^f d^^f du d^f du du d'^f du , df ã^^i 



dx dy dx du ' dy du'^ * dx ' dy du dy ' dx du' dx dy^ 
d'^f du d^f (du\ '^ ,df d^u 



s = 

dy'^ du dy' dy ' du'^ \dyj ^ dic ' dy'^ ' 

e reduzem a equação (1) a outra da forma 

íd^^u d'^u d'^u du du \ n 

^ V^^' d^' ^' 1^' ly' "'' ""' ^/ ^ 

Por esta transformação não se pode fazer desapparecer nenhuma das derivadas parciaes 
de segunda ordem. 

15o Pode também transformar- se a proposta mudando ao mesmo tempo de variáveis in- 
dependentes e dependente. 

O estudo dos trabalhos de Ampere sobre este objecto e dos trabalhos de Lagrange sobre 
a variação das constantes arbitrarias nos integraes das equações ás derivadas parciaes levou 
Imschenetsky a um modo muito geral e simples de eíFeituar esta transformação, que vamos 
expor. 

Seja 

(3) z=iyy{x, y, a, p, '/]), 

sendo a e p as novas variáveis independentes e */] uma nova variável dependente. 
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Tiremos cVesta equação os valores das derivadas^, q^ r, s e t para os substituir na pro- 
posta (1), e deterrainemos as novas variáveis a e p de modo que p e q tenham o mesmo 
valor, que teriam, se a e [B fossem constantes, para o que deve ser 

díú do:> ávj ^ cZco r/co ã'q 
^^ Ta~^~dhi'lUi^ ' ~d^'^~d^q'~d^^ ' 

equações que escreveremos, para brevidade, do modo seguinte: 



ha ^' Sp ^• 



Virão as egualdades 



^^~d^' ^^^' 

d^^z d^ oy dx da dx d^ 

dx^ dx^ ^a ' dx ^[B dx ^ 

^ d(}ò . disò 

d'^ z c^^oj , dx da dx d^ 



dxdy dxdy ha ' dy h\i ' dy^ 

. d(tí ^ doò 

ã^ z d^ o:> dy da dy d^ 



dy^ dy^ ha ' dy h^ * dy"* 

que se podem escrever, para brevidade, do modo seguinte: 

dx'^ dx^ ^ dxdy dxdy ' dy^ dy'^ ' 

onde 

^ cZ(o ^ d(o ^ doy ^ d{\y c?(o <^ dis^ 

, dx da dx d^ dx da dx d^ dy da dy d^ 

^Tír*"^ + Tp~"'^' '~U~'~dy"^~Jf''d^' ~U~'~d^~^~íf''d^' 

^ ás quaes vamos dar outra forma. 

VOL. II P 
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Derivando as equações (4) relativamente a cc e 3/, resultam as relações 



dm 

~d^ ^2^3 da r^o) d'^ 



Ba la^ ' dx ^a^^' dx 



=0, 



dx 



la r-o) d^ 
)ah^' dx^'W'~d^ 



= 0, 



dy ^ S"^o) da ^ pQò áp 



da dar * dy lad^' dy 



. doò 

) 

dy h^ 0) da d^oò d^ 



■ . . , da da d'^ d^ , . . , ^ , 

de onde se tiram os valores -^, -y— , -j~, -y— , que, substituídos nas expressões precedentes 

de /2, k e l^ dão: 



Ã==- 



Ld^ 



L^a^ \ l[ 



-^2 



^ d(ú ^ diiò 



dx 



ía^B Bi 



5a 






B^ to C?ÍC C^?/ B^ 03 



cZco c^co .áo) <^c?to^ 
cZíc ^3/ c^íc dy 



o a 



l==- 



1 
"D 



. Ba^ \ BP . 



— 2 



dy dy 



B2( 



BaBp Bp' Ba ' Bp2 



B^ to c/íc dy 

"^ TB^" * T 7" ■ ~B 7" J 



1)1. 



sendo 



D = 



B^ 00 B^ (O 



72 • ?;R2 



As expressões de ^-r,, -7 — 7-, ^r- ^? assim transformadas, substituam-se na proposta e 
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desenvolva-se depois o seu primeiro membro pela formula de Taylor. Teremos 



^ I d 0) d 03 0^^ 03 , -, d"^ 03 , , á'^ 03 . , 



= F 



c? 03 dm d^ 03 d^ o:> d^ 



Oò 



*' í/> «' tt:;:' 



dx ' c/jí ' dx'^ ' dxdy'' dip' 



a- 03 a- 03 ^ f/^ 03 Z / a- 03 \ - 

rií6'^ dxdy dy^ \dx dyj 

equação, que, substituindo por /z, k^ l^ (íò^ x q y os seus valores, toma a forma 






Se (3) é um integral particular da proposta, vem 



dF ^ . dF , , dF , , 1 __d^ ,, , ^ 



d^^ d 



dx^ dxdy dy^ \dxdy, 

onde se devem substituir também h^ k^ Ij cú^ x e y pelos seu-s valores, o que a reduz á 
forma (5). 

Posto isto: 

1.^ Se a for um argumento do integral pedido, será também um argumento do integral 
de (5), visto que no integral da proposta deve entrar -q] portanto, segundo o que se demons- 

72 

trou no capitulo precedente, (5) não deve conter -7^, e tem por isso a forma 

/ á^-T] d^-q d-q drq \ 

2.^ Se a e P forem argumentos do integral da proposta, deverá faltar -— - e -yõ^; 
logo (5) deverá reduzir-se á forma 

d^-q d-q d-q ^ g\ q 



dad^' da' d^' 
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e, se for a=p, á forma 



*©.4J.^. «>?)=«• 



3.^ Se a e p não forem argumentos do integral pedido, a proposta transformar-se-ha 
n'outra, que, sem ter as simplificações que tem nos casos considerados, pode todavia ser 
algumas vezes mais fácil de integrar do que aquella. 

16a Finalmente exporemos uma transformação da equação (1), que dá origem a um me- 
thodo de integração, que contem como caso particular o methodo de Lapla^e e a generalisa- 
ção que d'elle deu Imschenetsky, a qual adeante desenvolveremos. 

Seja tt uma nova variável dependente e 

(6) u=f{x,y, ^, p, q). 

Derivando esta equação, resulta 

du df , df , df , df , , 

áí= rfí +^^^+^''+^^=?("' y^ '^^^ ^' '•' ^' ^■^' 

du df df . df , df ^ . . . 

Se eliminarmos entre estas três equações e a proposta três das quantidades z^ p^ q^ r, s e t 
e desapparecerem ao mesmo tempo as outras três, virá uma equação de primeira ordem 

^ / du du\ ^ 

Tirando o valor de u d'esta equação e substituindo-o em (6), vem outra equação de pri- 
meira ordem, que, integrada, dá o valor de z. 

Se pela eliminação precedente chegarmos ao resultado 

^ / du du\ ^ l du du\ 

vem, derivando a primeira equação e attendendo á segunda, a equação linear, de que adeante 
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dfi df{ ãu âfi (P u dfi d^ \ 



dx 



du dx d(f * dx^ c/c|; * dxdy 



-fi-o, 



a qual determina o valor de u. Depois a equação ^=/i (x^ y^ ^t, ~~^ -j-\ determina z. 

Se chegássemos a duas equações que determinassem z q q^ r q p^ s q p^ s e q ou t e q^ 
procedia-se do mesmo modo. 

Vejamos agora quaes as condições para que esta theoria se possa applicar. 

Se designarmos por a, ò, c e 6 quatro quaesquer das quantidades 2, p^ q^ r, sei, devem 
ser identicamente nullos um certo numero dos determinantes funccionaes 



da ' 


db ' 


de' 


de 


da ' 


df 
db ' 


df 
de' 


df 

de 


ãf 


d'jji 


d'^ 


d(f 



d(\> d'^ c?c}) 6Z([> 
da ^ db ^ de ^ de 



para ser applicavel o methodo precedente. 

Por exemplo, r, s e t eliminam-se conjunctamente, quando é identicamente nullo o deter- 
minante 



^F dF dF 
dr ' ás ' dt 



dp ' dq ' 
' dp "^ dq 
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Temos assim as equações 



^. ^ p I du du 



Se forem identicamente nullos os determinantes funccionaes 



dz ' dq 



dfi dfi 
dz ' dq 



dp ^ dq 

df^ d^ 
dj) ' dq 



2 e p eliminar-se-hao ao mesmo tempo que q nas duas ultimas equações e virá uma equaçãa 
de primeira ordem, que dará o valor de u. 
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CAPITULO III 

Eq_xiação cie M:oiige e Anipère 

1*^. Vamos integrar a equação 

<1) Hr + 2Ks + Lí + M + N(rí-s2) = 0, 

que foi estudada por Monge, no caso de ser N = é de admittir um integral intermédio, e 
mais tarde por Ampere com toda a generalidade. É os processos de integração seguidos por 
^stes dois geómetras que vamos expor, 

Metliodo de Mons-e 



a^ 



18» A equação 

U = cp(V), 

sendo U e V duas funcções de o?, 2/? ^? i^? í' ^ f ^^^^ funcção arbitraria, equivale ao systema 
de duas equações simultâneas U = a5 V = p, em que a e p sao duas constantes arbitrarias. 

Differenciando estas duas equações e eliminando -—- entre as equações assim obtidas: 
'~dQ^^^^~d^'^y'^~7k (^^^^ + ^^^) + "^ (^^^ -^-^ày) + -j- {sd^ + tdy) = O, 

resulta uma equação da forma (1). Conclue se d^aqui que a equação (1) pode ter um integral 
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da forma indicada. Devemos todavia notar que do que precede não resulta que o tenha sempre^ 
e que se conhecem mesmo casos em que nâo existe integral intermédio. 

Inversamente a equação proposta, que determina uma só das três quantidades r, s e ty 
combinada com as expressões 

dp = rdx + sdy^ dq = sdx + tdy 
dá as equações 

'R{dxdp — dydq)-^2Kdxdq + Mdx^-'^dq^- = --t[Rdy'^ — 2Kdxdy-^J^dx^ 

I^{dydq-dxdjj) + 2Kdydp + Mdt/-lid2f- = -r[Rdt/-2Kdxdy + Ldx^+^ 

Hdydp + Iudxdq + M dx dy + l^dp dq = s [H dy^ — 2Kdxdy + ljdx^--{-^ (ãx dp + dy dq)] , 

que se decompõem nas quatro seguintes: 

H {dx dp - dy dq) + 2KdxdqArM.dx'- — ']^dq^ = 0, 
L(dydq-dxdp) + 2Kdydp + M.dy^-'Sdp^- = 0, 
, Rdydp + Ldxdq + M dxdy + líí dp dq = 0^ 
JIdy^ — 2 K dxdy + L dx^ + N (ãx dp + dy dq) == 0. 

Combinando a ultima equação com cada uma das precedentes, forma-se um só systema 
distincto. Consideremos pois o systema formado pela primeira equação o pela ultima e trans- 
formemol-o n'um systema linear relativamente ás differenciaes, que entram n^elle. 

Por ser 

dx dp -\~dydq = r dx^ -\- 2 s dx dy -\- 1 dy"^^ 
a ultima equação transforma-se na seguinte: 

{R + m)dy'--2{K-'&s)dxdy + ÇL^^r)dx^ = 0, 
que dá, attendendo á proposta (1) e pondo 



a equação 



. K-N.9TV/G ^ 
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ou, por ser dq = sdx-\-tdy^ 

A primeira das equações (2), em virtude da equação precedente, dá depois 

Temos pois, para integrar a proposta, de empregar as três equações ás differenciaes ordinárias 

['Rdy + ^dq-{K + s/G) dx = O, 
(3) \Rdp + (K±\/G)dq + 'Kdx=^0, 

\ dz =p dx-\-q dy^ 

correspondentes ao signal superior, ou as que correspondem ao signal inferior, e ligar os seus 
integraes U == a e V = p por uma funcção arbitraria. 

E este o methodo de Monge, que foi depois completado por outros geómetras, como va- 
mos ver. 

19. Para integrar cada systema das equações simultâneas (3), quando esta integração 
não pôde fazer-se immediatamente, pode seguir-se o processo seguinte, devido a Boole. 

Se w — c é um integral de um dos systemas das equações (3), devem ellas tornar identi- 
camente nulla a equação 

, du ^ . du ^ . dit ^ . du , , du , 

du , du L c?M , K+vGr du'\ ., 

dx 



\ du du L c?M K + V Gr du'^ 
[M'^~di^~~^'~dv'^ N •■^J 



N ' cZp N ' dq 

K 4:t/ã du_R du 
\_dy ^ dz ^ ^ N ' d;p ^' dq 



Vdu . du , K 4.V Gr du H dul , ^ 



- 



para o que deve ser 



(4) 



^ du du L du ^ + v Gr du 

, du du H ip kG du H du 

equações ás derivadas parciaes simultâneas com cinco variáveis independentes. 

VOL. II Q 
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As equações (4) podem integrar- se pelo methodo de Jacobi ou pelo de Boole. Segundo 
aquelle methodo terão três integraes distinctos com uma constante arbitraria cada um, quando 
tiver logar identicamente a condição 

/TT TTN ^oK./T^dw , A K + l/G , . LXdtí AH,, K + \/ã\du . 
(H„H,) = ±2^i/G^ + (A,^t_ + A.^)^-(A.^ + A,-=^j-^ = 0, 

representando por (Hj, H/,) a expressão 

(H- H,)-s/^^' áH,_áH^ c^HA 
^ ^' { dx ' du du ' dx y 

\ dx dx / 

estendendo o sommatorio ás variáveis íc, y, ^-i JPt 1 ^ representando por Ai e Ag as operações 

^~6Zíc+'5í-^ ^'dp~^ -^ ' ' dq' 

__d_, d , KTv;^ _^_ÍE A 

Para que a expressão (Hi, Hg) seja identicamente nulla são necessárias e suficientes as 
condições 

(5) G = 0, Ai|.+ A,^==0, A.| + A,| = 0. 

No caso das condições (5) serem satisfeitas, os systemas de equações (3) não são pois dis- 
dinctos e o systema único que ellas formam admitte três integraes distinctos. 

Nos outros casos deve juntar-se ás equações (4) a equação H3 = (Hi, H2)==0; e temos pois 
de integrar três equações ás derivadas parciaes simultâneas de primeira ordem, a que satis- 
fazem dois integraes particulares distinctos^ quando tem logar as condições 

(Hl, H3) = 0, (H2,H3) = 0, 

e a que não podem satisfazer mais. 

Em ambos os casos precedentes obtem-se um ou dois integraes intermédios da proposta, 
ligando por uma funcção arbitraria dois dos integraes particulares obtidos; depois, pelos 
processos de integração das equações de primeira ordem, passa-se para o integral finito 
pedido. 
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As equações (4) podem ainda ter um integral só ou nenhum, e n^estes casos não se pode 
applicar o methodo de Monge, fundado sobre a existência de um integral intermédio. 

Tudo o que vimos de dizer resulta de applicar ás equações (4) a theoria de Jacobi sobre 
a integração das equações ás derivadas parciaes de primeira ordem, estendida por Bour ás 
equações simultâneas (^). 



Methodo de Ampere 



20» Ampere, por um estudo completo da theoria dos integraes, achou formulas para 
integrar a equação (1) sem se fundar na existência de um integral intermédio. E este me- 
thodo, mais geral e claro do que o de Monge, que vamos expor. 

Demonstrou-se no n.° 10 que, tomando a em logar de y para variável independente, sendo 
a um argumento do integral pedido, e suppondo que o valor de í, tirado da egualdade 



jÇ = 



dq 
da 



dy_ 
da 



contem uma funcção arbitraria de a, que não entra nem no integral nem nas suas derivadas 
de primeira ordem, as relações 



(^> (Í)='+'(Í). (Í)=«+'(Í 



transformam a proposta n^uma identidade, que se decompõe por isso em duas equações simul- 
tâneas. Para achar estas equações, eliminemos r e s entre as equações precedentes e a pro- 
posta e egualemos a zero o coeíBciente de t\ resultará assim o systema de equações 

[_\dx/ \dxj \dx/ j \dxj L\dx/ A ' 

h[(I)]'--^(Í)+-+4(Í)+©(S)]=«- 



(1) Veja-se a memoria sobre a Integração das equações ás derivadas parciaes de primeira ordem, por 
V. G. Imschenetsky, traduzido do russo para francez por J. Hoúel. 
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Para transformar estas equações em outras lineares relativamente ás derivadas que n'ellas 
entram, eliminaremos yj-;) e (-r^) na ultima, o que dá 

ou, resolvendo em ordem a \--f-) e attendendo á proposta (1), 

onde 

G = K2-HL + MN. 

Esta equação dá, eliminando-se 5 por meio da segunda das equações (A), 



dx 



H(:^)+N(J)-Kq:i/G = o. 



Em virtude da equação precedente a primeira das equações, que se quer transformar, 



dá, eliminando -—-. 
dx 



H(|)+(KT/«)(â+M = 0. 



Eesta ver, para se applicar o que vem de dizer-se, se, no caso da equação (1), entra em 
t uma funcção arbitraria, que não entre nas derivadas de ordem precedente (n.^ 11). Para 

isso basta eliminar ( -7-) ^ \T~) ^^tre as equações precedentes, em que a proposta se trans- 
formou na hypothese indicada, e as relações 

Obtemos doeste modo duas equações, que, eliminando (-7^), dão a equação (1), o que 
prova que a supposição, que fizemos, e verdadeira. 
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De tudo isto resulta que os dois sjstemas de equações, a que se reduz a integração da 
equação (1), são 



h(^)+n(4^)-k-v/g=o, 

\dx} \dxl 



<6) 



dy_ 

dx 

dp 
dx 



'HSj+(K-''G)(í)+M = 0, 



<') 



h(Í)+''(S->^+^^=«. 

!=(i)+c^+''«)(5)+"=«- 



dz 
dx 



=i'+»ii)- 



Estes dois systemas de equação são ás derivadas parciaes, sendo no primeiro íc e a as 
variáveis independentes e no segundo cc e [3, a e |5 sendo os dois argumentos do integral» 

21. A integração das equações (6) e (7) reduz-se á integração de equações ás diíFeren- 
€Íaes ordinárias, em que o? é a variável independente, que coincidem com as que empregámos 
no methodo de Monge. Aos seus integraes devem juntar-se funcções arbitrarias de a ou p, 
segundo se consideram as equações (6) ou (7). 

Para passar d'um integral intermédio, quando existe, para o integral primitivo, em logar 
de se servir das equações de Lagrange, como faz Monge, Ampere faz directamente uso 
d'aquelle dos systemas de equações (6) e (7) que não ó empregado para achar o integral 
intermédio. 

Seja, com effeito, 

/(«^^ 2/j ^j 19^ ^) = a, F (a?, y, z, J0,q)==^ (a) 

o integral intermédio de (1), obtido por meio das equações (6). 

Derivando-o e tomando x e ^ para variáveis independentes, resulta 



dx dy \dx/ dz \dx/ dp \dx/ dq \dx 



d¥_ d¥ /dy 
dx dy \dx 



dF /dz\ dF_ 
dz \dx/ dp 



da\ 
dxj ' 



±\,dF/ãq\^ /da 

dx/ dq \dx / ^ ^ "^ \dx 
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Eliminando entre estas equações, as precedentes e as equações (7) p, q^ \~T~) ^ Ítt" j^ 

resulta um systema de três equações, nas quaes não entram senão as derivadas em ordem a 
íc de 3/, ^ e cí, que se podem integrar como equações ás differenciaes ordinárias; o que leva a 
três equações, onde, por ser p considerado na integração como constante, entram as quanti- 
dades p, ^1 (p), ^2(^)5 sendo cj^i e cj;^ duas funcções, uma das quaes é arbitraria e a outra é 
dada pela relação 

dz\ ( dy\ 

a que restava attender para considerar todas as equações ás derivadas parciaes, a que z 
tem de satisfazer. 

Podemos demonstrar, como fez Ampere, que o systema das equações (7), empregado por 
elle para passar do integral intermédio para o primitivo, está comprehendido no systema de 
equações que são usadas quando se emprega o methodo de Lagrange para o mesmo fim. 

Com effeito, seja 

?(U,V) = 

o integral intermédio considerado. Para o integrar pelo methodo de Lagrange, temos de em- 
pregar as equações 

dx dy dz — d.p — dq 



d(f d(f d(f _] ^^ d(f d(f d(f d(D ^ 

dp dq dp dq dx dz dy dz 

das quaes a primeira, a segunda e a quarta e conjunctamente a equação (n.° 19) 

da^ d(f K — vGr c?cp H (icp 

dão, pela eliminação de -j^ e de -^ + --t^?5 a primeira das equações (7); a terceira e a 

quarta dão, eliminando "j +-r~S'7 ~r^~^-Y~F ^ ~J^ entre ellas, a precedente e a equa- 
ção (n.« 19) 

~d~x~^~d^.^'~^'l^~^ N 'dq~ ' ^ 
a segunda das equações (7); e a primeira e a segunda dão a terceira das equações (7), 
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Ao que vimos de dizer sobre o methodo de Ampere accrescentaremos ainda que n'este 
methodo, no caso de haver integral intermédio, empregam-se as mesmas equações, que no 
de Monge, e por isso aquelle não é essencialmente diíFerente d'este. Podemos mesmo concluir 
que não é mais vantajoso do que o de Monge, por causa da funcção superflaa que introduz» 

2^. O caso de as equações (6) e (7) darem só uma combinação integrável foi estudado 
por Ampere pelo methodo da variação das constantes arbitrarias. Por um estudo attento 
d'este methodo, M. Imschenetsky chegou a um modo de transformar a equação (1), appUca- 
vel aos casos de não haver combinação integrável, de haver uma ou de haver duas. Esta 
transformação já a expozemos com toda a generalidade no capitulo II e vamos agora appli- 
cal-a á equação (1), de que unicamente se occupou o geometra russo. 

As equações do capitulo citado dão para transformada da equação (1) 

>^2 ^2 5í5 



^a^ ' ^^' ha^^ ' òp^2 



onde 




^ dm ^ dm / dm^ 

o -^ — o — T— . -,=, V / o —:í — 



^do) doò /^dm 'dm ^dm <^dm\ ^dm ^dm 

d^ oò\ dx ^^ líjr isj ^^ ^ n ^^ ^y \ ^^ ^y ) j_ (i _LivT ^^ ^\ ^y ^y 



s = (h+n ■ 




dm ^ dm 

o -^r~ O - 



■'-[^^^'wK-è) -Í^-^ii)'^-^-{^+'''i5)\-^) ' 



( dm ^ dm . dm . dm\ 
dx dy dx dy 1 



^ portanto 



^^'^ , OQ ^^^' ^rr^à^r^ 



Posto isto, suppondo 
uma equação obtida por meio de uma combinação integrável das equações (6) ou (7) e inte- 
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grando-a pelo methodo da integração das equações de primeira ordem, resulta 

2 = oj(a;, ?/, z, a, %r^), 
em que a ó um argumento do integral; logo (n.® 15-1.°) é R = e 

Se forem 

integraes de cada um dos systemas (6) e (7), resultará, integrando as equações simultâneas 
precedentes, 

z = i^{x, yy z, a, p, •/]). 

Para fazer esta integração, basta substituir em ãz =jpdx + qdy os valores de p e ^, tirados 
das duas equações, que queremos integrar, e depois integrar de novo a resultante,, que sa- 
tisfaz á condição de integrabilidade, como é fácil de mostrar, attendendo ás equações que 
resultam de substituir nas equações (4) do n.^ 19 u por /i e v por/2. 

Por serem a e p argumentos do integral pedido, é (n.® 15-2.^) R = 0, S = 0, e portanto 

(10) 2S^p- + U. = 0. 

Se os dois argumentos a e p forem eguaes, o que tem logar quando os systemas (6) e (7) 
coincidem, vem (n.° 15-3.°) 

(11) T^ + u. = o. 

Logo a integração da equação (1) reduz-se á das equações (8), (9), (10) ou (11), segunda 
o numero de integraes que tiverem as equações (6) e (7). 

Pode obtér-se uma infinidade de transformadas da equação (1), tendo a mesma forma que 
esta, suppondo que 2 = co(a?, 3/, ^, a, |5, y|) não é um integral particular da proposta. 

E o que se vê, applicando a analyse exposta no capitulo II, pondo 



r dm d(tí d'^00 d^ítí d'^cú~] ^^, 
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e notando que W é n'este caso differente de zero. Resulta assim a equação 



r-^^+2S^^^. + t4;^+w! 



na qual o coeííiciente de W se transforma, substituindo 03 pelo seu valor, em 



d'- 



d^ 



^n 



da^ ' d^ò^ 



d^ 



^n 



cl a d p 






e, como os coeficientes de R, S, T, transformados do mesmo modo, contêem na primeira 
potencia -j-^^ -j — -tõ^ "TõI"? segue-se que a integração da equação (1) fica dependente da in- 
tegração de outra da mesma forma, em que -q é a variável dependente e a e [5 são as variá- 
veis independentes. 



23. O methodo de Ampere, como este sábio notou, não se applica só á equação (1); ó 
applicavel a muitas outras equações, como vamos mostrar. 
Seja proposta a equação 



(12) 



F{x,y, z,jp, q,r, s, i) = 0. 



Tomando n'ella o argumento a para variável independente em logar de 3/, para a qual 
transformação se devem empregar as formulas, de que usámos para o mesmo fim no n.^ 20: 



(13) 



dx 1 \dx I \ dx 



dq 

\ dx I 1 dy^ 

de 



vem 



P + Q 




que será satisfeita pelas equações que representam o integral de (12), fazendo n'ellas também 
a mudança da variável independente y, 

Suppondo que (-^) '- (~y^) contem uma funcção arbitraria de a, que não entre no in- 
tegral nem nas suas derivadas de primeira ordem, esta funcção não entrará também em 

VOL. II R 
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P, Q, R, . . . ; logo será 

(14) 



P = 0, Q==0, R==0, . 



Resta ver qual o modo de reconhecer quando a hypothese precedente tem logar. Para 
isso, eliminando entre as equações (13) e (14) (-^j, (4^) e (-/-), deverá resultar a pro- 
posta. As equações (14) não devem por isso ser distinctas, nem devem ser distinctas da equação 



a que 



dy_ 
dx 



d^_d^ /dy\ 'd¥^ (^V __q 
dt ds \dx/ dr \dxj ' 



tem de satisfazer, como mostrámos no n.^ 10, para a ser um argumento do 



integral . 

24. Consideremos finalmente a equação 

(15) F[Rr + 2Ks + 'Lt + M + (rt-s^),p,q,z,x,tj] = 0, 

e supponhamos que não pode ser reduzida á forma (1), isto é, que não pôde ser resolvida 
relativamente ao polynomio que n^ella entra. 

Fazendo a transformação precedentemente indicada, resulta 



(16) 



onde 



F 



ídq_ 

P + Q-y^^^i'^?»^, «/, « 1=0, 
\day 



P = H 



Q=.H 



dp 

dx 



dy 
dx 



dy\ / dg 

dx J \dx 



dy 



+^Kií)+"-Mê;- 



.2K|^)+L + N 



dx) \dx/ \dxl A 



Desenvolvendo (16) pela serie de Taylor e egualando a zero os coefficientes das diversas 
potencias de \~j—\ '• \~r~)^ resultam as equações 

F(P,JP,Í, 2,2/,«^) = 0, Q = 0, 

das quaes fica dependente a integração da equação proposta. 
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No caso de ser N = 0, estas equações reduzem-se aos dois systemas seguintes: 
(17) |F[H(f) + (K-/G)(^) + M,p,,,.,,,.]=0, 






(Í) = ^' 



sendo no primeiro systema as variáveis independentes a? e a e no segundo íc e p. 

Para integrar estas equações é necessário, em geral, resolver a segunda de cada systema 
relativamente ao polynomio de que F depende, o que equivale a resolver a equação proposta 
relativamente a H + 2Ks. . . Ha todavia casos particulares em que esta resolução não é ne- 
cessária, e é a elles que aqui nos queremos referir. 



MetlioAo áe Laplace 

25. Exporei agora o methodo de Laplace com a generalidade com que o apresentou 
Imschenetsky, isto ó, suppondo que a equação proposta ê 

)19) Ks + Fp + M = 0, 

sendo K, P, M funcçoes de Xj y^ z e q. 

Pela forma d'esta equação vê-se que as funcçoes arbitrarias do integral contêem, uma só 
a variável íc, outra só a variável y. 

Tomemos para variável dependente, em logar de 2;, itj sendo 

ic =f\i (K dq + P dz) ==f(x, y, z, q), 
onde jx é o factor que torna integrável a expressão lídq-{-F dz. 
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Derivando a ultima equação em ordem a ce, vem 



du àf àf df df . ^^^ , ^ . 



ou, attendendo á proposta, 



du df Tivr /> / \ 



Temos pois as duas equações 

Se 2; e ^ se poderem eliminar ao mesmo tempo entre estas duas equações, para o que 
deve ser 

df_ dfi^^df_ dfi ^Q 
dz ' dq dq ' dz ' 

ou 

dq dz ^ 

virá uma equação ás derivadas parciaes de primeira ordem, em que it é a variável depen- 
dente, cujo integral terá uma funcçao arbitraria de y. Do valor de u dado por esta equação 
passa-se para o de 2; por meio da integração da equação 

Se porém esta ultima condição não tiver logar, resolvendo as equações precedentes em 
ordem sl z q q^ virá 

e teremos a transformada 

^. dY dY du dY d^ u / . du\ ^ 

dy du ' dy ^ du ' dx dy y ? ^5 ' "^^^ J 

dx 
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A condição para que esta equação tenha um integral de primeira ordem com uma funcção 
arbitraria de x acha-se, como fizemos no caso da equação (12), pondo 



Ui = 



çy \ dx / 



o que dá 



Esta condição é pois 



dui _, / (lu 



dY ^__^F àj±_^. 

du 'ãu ^du' du ' 

d-j- "'Tl 



mas, pela theoria dos determinantes funccionaes, temos 

d¥ d¥i d¥ d¥i 1 



du ' -jdu -jdu ' du df dfi df df\ ' 

dx ' dx dz ' dg dq ' dz 

logo deve ser infinito o determinante que entra no segundo membro doesta egualdade, para 

(20) ter um integral de primeira ordem com uma funccão arbitraria de x. 

du 
Se porém (20) for também linear em ordem a -^, para o que deve ser 

^^du , ^^ du , 

^ = M -7- + N , (7 = m -y- + w, 
dx dx 

sendo M, N, m, n funcçoes de x^ y e u^ poderá haver um integral de primeira ordem com 
uma funcção arbitraria de 3/, o que se reconhece applicando á equação 

(^2^ /áM du dM \du d^ ãu d'N _ 
^ ^ dx dy \ du ' dy dy j dx du 'dyãy ' 

que resulta de substituir em (20) z e -7- pelos valores dados pelas relações precedentes, o 
raciocinio que applicámos á equação (19). 
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Estas transformações podem continuar-se até chegar a mna equação, que tenha um inte- 
gral de primeira ordem, ou até chegar a uma equação a que se não possa applicar este 
methodo. 

A equação de que se occupou Laplace é 

á qual é fácil de applicar a theoria precedente. 
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CAPITULO IV 

Solbre algumas eci^iiaçoes 

em. c]|[iie as d.eri"vaclas cio soguLixcla orcleixi 

exitx^aria oixi gi?axx sixpoi?ioi:^ ao px^iixiLeir^o 



26. Seja proposta a equação 

(1) ¥{x,y,z,p, q,s)^0, 

cujo integral tem para argumentos x e y^ e procuremos primeiramente a forma, que deve ter 
esta equação, para ter um integral intermédio com uma funcção arbitraria de y. 
Seja 

O integral intermédio. Derivando-o. em ordem a cc e eliminando as funcçoes arbitrarias entre 
elle e a equação assim obtida, deve vir a proposta, para o que e necessário, em geral, que as 
funcçoes arbitrarias entrem n'um grupo ^(y, '^{y)i ^^(3/)? • • •)• 
Pondo pois f* [?/, ({;(?/), ^' {y)j . . .] = Ti(?/) e suppondo 

^^"1 (3/) =/i (^5 3/? ^j ^)j 
o que dá 

dx dz dq ' 

vê-se que a equação proposta deve ter a forma 

G5 + H;9 + K=:0, 
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quando (2) é do primeiro grau relativamente a l"i, e que deve equivaler a varias equações 
d'esta forma, em numero finito ou infinito, nos outros casos. Assim, no caso de (2) ser uma 
equação algébrica do grau vi: 



AWT + BTr'+... + -p = 0, 



temos 



lã k cl k , dk 
\ dx dz 



dk \ ,„ /áB , áB , áB \,„„,_i , , /c^P , d-p , 






onde Á, B, . . . , P sao funcçoes de x^ y^ z q q. 

Eliminando ^i entre estas equações e representando por A^, B^, . . . , V os coefficientes 
da segunda equação, obtem-se a equação 



A B 


C 
B 


D 

C 


.... 


. p 






. A 


P 


... 


• 


A 


B 


C 


• 


• 


P. 


A' B' 


c 

B' 


D' 

C 





. F 






. A' 


P' 


... 


• 


A' 


B' 


c. 


• 




P'. 



= 0, 



que é do grau m, deve dar para s m valores da forma Hj^ + Kj e equivale a m equações 
da forma 

27«> Vamos applicar á equação (1) a doutrina expusta no n.^ 16, sem a suppor resolvida, 
como no n.^ 25, relativamente a s. 
Seja dada a equação 



Fazendo 



(3) 
vem 






du df df df 

dx dx dz dq ' 
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e portanto a condição, de que falíamos no n.° 16, para s e p se eliminarem simultaneamente 
entre esta equação e a proposta, é 



(4) 



dp ' dq ãs ' dz 



Para que esta equação não contenha s nem p, é necessário que a proposta seja 



(õ) 



F[Gs + H|9 + K, q, ^, ,?', a?] = 0. 



sendo Gr, H, K funcções de íc, y, z^ q. 

Se esta equação poder ser resolvida relativamente a Gs + H^^ + K, recairemos na equa- 
ção tratada por Imschenetsky, de que nos occupámos no n.° 25. Supporemos por isso agora 
que a equação proposta não j)óde ser resolvida relativamente a este trinomio. 

A condição (4) reduz-se, no caso da equação (5), a 



d^{ \ dq az/ 



onde Y= Gs + Hp + K; equação ás derivadas parciaes de primeira ordem, que, integrada, dá 

u=.f |x (G 6?^ + H dz) =f{x, y, z, q), 

sendo |x o factor que torna integrável esta expressão a duas variáveis. 
Temos pois 

e, substituindo o valor de Hp + Gr5, tirado d'esta equação, na proposta, 



F 



'dM df 
dx dx 



■ K. ^, 2;, y, X 



=/i [x,y,z, q,^j =0. 



ièe z e q se poderem eliminar ao mesmo tempo entre as equações 



(6) 



« =/(a^; 2/) «) ?); /i (a?, l/> 2, ?, ^j = O, 



voL. n 
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para o que é necessária a condição 

(7) df dh df dfi ^^ 

dz ' dq dq ' dz ' 

virá uma equação differencial ordinária, cujo integral, que contem uma funcção arbitraria de 
?/, dá o valor de u^ que, substituído em u=f(pc^ z/, z^ ^), produz o integral intermédio da 
proposta. 

Se porém a condição (7) nao for satisfeita, eliminando z e q entre as equações (6), virá 

du \ ^ ( du 



d' onde se deduz 

diíi d%i du diíi d^^u . d%[ ^ 

dy du dy du ' dx dy dz 

dx 

Se aqui entrar ainda z^ elimina-se por meio da equação ii=f(x^ ?/, Zj q), depois elimina-se 
q entre a resultante e a equação 71:2 (íc, y^ u^ -y-, ^) =0. 
Obtém- se assim uma transformada, que, se for da forma 

d^ 10 , ^-- , du , ^ , du 



F, 



«'ii|+"'Í'+^'Í-+'^'.«'í'.-]=«' 



pode tratar-se como a proposta, para ver se tem um integral intermédio com uma funcção 
arbitraria de íc, ou, no caso contrario, transformar-se, como precedentemente; e pôde conti- 
nuar-se do mesmo modo, até chegar a uma equação, que tenha um integral intermédio, ou 
até chegar a uma equação, que nao tenha a forma indicada. 
Este processo é, por exemplo, applicavel á equação 

F[Gs + Tp + Qq + :^z + M,x] = 0, 

sendo Gr, P, Q, N, M funcçoes de x q y^ que se reduz áquella de que tratou Laplaee quando 
poder ser resolvida relativamente a s + Pp-}"- . . + M. 
Com eífeito, neste caso temos 

it = G ^ + Ps;, 
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o que dá 



du ^ , ^ dV ^ d(jç 



dx 



(ÃiJL> (Ãit/C/ 



e a equação proposta reduz-se portanto á seguinte 



F 



-ãu . /^, áP\ , /„ dG\ , - ■ 



Siippondo agora que tem logar a condição: 



dx 



a equação anterior toma a forma 



F 



-^ — ^- Stt + M, X 
dx 



= 0, 



onde 



Q- 



da 



dx 



G ' 



e determina u^ quando poder ser integrada sem ser resolvida relativamente ao trinomio que 
n'ella figura. Depois substituindo em u = Gq-^'Fz o valor que ella dá para w, obtem-se o 
integral intermédio da proposta. 

No caso contrario, eliminando g e 2; entre aquella equação e u = Gq-\-Fz^ vem 



^S+í^-^^-l^SL + S^ + M.» 



O, 



^Ê+t(«-í) "4 (»-"-^«) »+»'.« 



dx 



= 0. 



Derivando a primeira em ordem a 3/, eliminando z e pondo 



dF 

dx 



resulta 



d^u , d.A 1 , ^N N , A , <^^ S , ,-. du , c/^M 



cte dy ■ á?/ ' P 



dy dy dy 
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e a segunda reduz se portanto a 



onde 



Gri 



F 



«'s+I''í+*lí+'''»+«'"]=«' 



AG 



PD 



, Pi = l, Q,i 



dy 



AS 



, Ml 



A clM. 



Ni = -=r N 



PD' ^'^' PD • dy 

A dA A dS 



f M, 



dF 



T^ Gr d A . 

Esta equação é da mesma forma que a proposta, e pode -se repetir sobre ella todo o ra- 
ciocinio que fizemos sobre aquella. 

Tudo o que vem de dizer-se a respeito da equação (5) pode extender-se á equação 

sendo G, H, K funcções de cc, ?/, z^ jp, 

28. O processo que vem de ser empregado para integrar em alguns casos a equação 
(5), pode ser applicado a um grupo mais geral de equações, como vamos mostrar. 
Seja proposta a equação 



(8) 



¥{x,y, z.p, q, T, s, t) = 0. 



Tomando uma nova variável dependente ?í, funcçao de x^ y ^ ^^ bgada com a antiga va- 
riável pela relação 



e derivando, vem 



^^=/(í^. 3/; ^^Ih 9)^ 



du du df df df df 

dx dz dx ' dz dp dq 

du du df df df df 

dy dz dy dz dp dq 
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Para que r, s e t se eliminem ao mesmo tempo entre estass equações e a proposta, deve 
ser (n.o 16) 

^ ^ dt \djp J ãr \ dq / ds ' d;p dq ' 

equação que não contem ?", s e t^ quando a proposta ó da forma 

(10) F[B.r + Ks + Lt + M,q,p,z,y,x] = 0, 

sendo H, K, L, M funcções de cc, y^ 2;, _p, q. 

Integrando nVste caso a equação (9) e fazendo depois a eliminação indicada, resulta, para 
cada integral doesta equação, 

/ dii du du 

Para que ^ e ^ se eliminem ao mesmo tempo entre estas equações, é necessário e sufíi- 
ciente que seja satisfeita a condição 

ni) ^ cZ/i df df^ __Q 

^ dj) ' dq dq ' dp ' 

e, neste caso, a eliminação referida dá a equação ás derivad is parciaes de primeira ordem 

/ du du\ . 

(12) ^ [x, y, z, u, -^, ^j=0, 

que, integrada, dá o valor de u^ com uma funcção arbitraria, que, substituído em 
u^f(x^ ?/, z^ p^ q)^ leva a um integral intermédio da proposta. 

29. Se a equação proposta é 

(13) F(x,y,z,p, q,r,s) = 0, 
a equação (9) decompoe-se nas duas seguintes: 



dr ' dq ds ' dp ' dq 



Hosted by 



Google 



150 
A primeira é applicavel quando se quer integrar a equação 

procedendo como no caso geral (n.^ 28). 

A segunda solução é mais importante, pois permitte-nos integrar um grupo de equações, 
que ainda não foi considerado, creio eu, poi' geometra algum. 

Com effeito, esta solução dá 

e, derivando, 

da df â,f , df 
dx dx dz djp 

dii df , df , df 

= -^ -j — — q -\ — — .«?. 

dy dy dz d/p 

Para que ^ e g' se eliminem ao mesmo tempo entre a ultima equação e a proposta, deve 
ser 

(14) ^.ií_ii:.ií=o- 

' ds ' dz dq ' djp "^ 

logo a proposta deve ter a forma 

(15) F[x,y,z,p,i\s + liq + G] = Q, 

sendo A e B funcções de x^ y^ z^ p <ò C funcção de íc, y^ z^ p ^ r. A e B também podem 
conter r, comtanto que entre n'um factor commuin a estas duas quantidades. Vê-se pois que 
a equação (15) tem uma grande generalidade. 

Integrando (14) e fazendo a eliminação, de que ffillámos, vêem as equações 



' =/(^, Vi ^, 19)i Â (^. y, ^. i^; -^j 2) ^ ^' 



dy/ 

que, pela eliminação de ^ e 2;, dão uma equação da forma $ Ííc, ?/, u^ -j—^ -j-) =0, quando 
tem logar a condição 

dz ' dp dp ' dz 
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Se esta condição não tiver logar, eliminaremos z e p entre as equações precedentes, o 
que dará as duas seguintes: 

/ du du \ . / du du \ ^ 

Derivando depois a primeira e comparando o resultado com a segunda, vem a equação 

'^ y u ^ — H'— ■ + K'-^ + M'l=0. 
_ ^ dx'' dy^ dx^ dxd.y J 



Fi 



Fica assim transformada a equação (15), que nao ó linear relativamente a r, n'outra em 

d^ií . . 

que -j-^ entra no pnmeiro grau. 



30« Se for dada a equação algébrica relativamente a r, 5 e í 

(16) SAr^s^'^« = M, 

unde A e M sao funcções de cc, ?/, 2;, p e g e a, ò e c números inteiros positivos, poderemos 
achar algumas vezes o seu integral intermédio, se o houver, por um processo, dado por Boole 
para a intpgraçao da equação (1) do capitulo III. 
Seja 

este integral intermédio. 

Derivando esta equação relativamente a et* e a y^ vem 

dx dz dp dq ' 

dy dz dp dq 

Eliminando duas das quantidades r^ s e t entre estas equações e a proposta e egualando 
separadamente a O os coefficientes das diversas potencias da terceira, resultam equações ás 
derivadas parciaes de primeira ordem, cujo integral commum, quando existi i*, representa um 
integral intermédio de (16). 
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31e Se a equação proposta for homogénea relativamente i\ p e q e relativamente a 7*, s 
e t^ e os seus coefficientes forem constantes, isto é, se for 

(17) ^k2y''q^r'sH' = Q^ 

a-|-5 = const., c + (í + e = const. ; 

pondo 

(18) z = cf(a: + P3/); 
e determinando P por meio de 

(19) SAP+^+2^ = 0; 

as equações (18) e (19) representarão um integral de (17). 
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CAPITULO V 

cias o<q_i.i.açoe@ sin-iTULltaiioais 

32* A theoria dos integraes de Ampere pode extender-se a a equações simultâneas com 
a variáveis dependentes 2:1, z^^ ...^ z^- Exceptuando Combescure, que ensinou a integrar 
estas equações, quando são de primeira ordem, lineares relativamente ás derivadas parciaes, 
e com coefficientes eguaes em todas as equações, nenhum, geometra, que eu saiba, se tem 
occupado d'ellas. Vou pois indicar as conclusões a que leva a tlieoria de Ampere, quando se 
applica a taes equações. 

Se houver um numero a de equações de ordem q^ com a variáveis dependentes e n va- 
riáveis independentes, os seus integraes devem, para serem geraes, satisfazer á condição se- 
guinte: sendo derivados até á ordem m relativamente a todas as. variáveis independentes, 
deve vir um systema de equações idêntico ao systema formado pelas propostas e suas deri- 
vadas relativamente ás mesmas variáveis até á ordem m — ^. 

Suppondo os integraes expressos por a-\-k equações, sendo k o numero dos seus argu- 
mentos, a differença ^ entre o numero das equações dos dois systemas é dado pela formula 

+ ...+ [(m + n-^)C(n-^l)]!. 

Deve pois, para se identificar os dois systemas, haver n'elles um num.ero de arbitrarias 
não inferior a 5. 

E fácil de ver que o theorema enunciado no n.° 6 tem logar aqui para as derivadas de 
ordem _p de uma qualquer das variáveis dependentes 2;^-, bem como o que se demonstrou no 
n.^ 7. 

Attendendo á expressão de o, pode mostrar-se também, como no n.° 8, que, para os a 
integraes serem geraes, devem conter, pelo menos, a.g funcções arbitrarias com n — 1 ar- 
gumentos. 

VOL. II T 
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33. Sejam 

(1) Fi = 0, F2 = 0, ... F,=^0, ... F, = 0, 

a equações, contendo cada uma íci, ccg, . . ., íc,^, zí^ z%^ . . ., Za e suas derivadas de primeira 
ordem^ e supponhamos que, em cada uma d'estas equações, entram as derivadas de segunda 
ordem de uma só das variáveis dependentes. 

Derivando cada uma d'estas equações m — 2 vezes em ordem dí x^ q tomando depois o 
argumento a em logar de x^ para variável independente, para o que se devem empregar as 
formulas dadas no n.° 9, resultam as a equações 

7 m — 1 

dx^ 



(2) P. + Q4-^--.| = 0, 

d a 

onde ^= 1 , 2, . . . , a. 

Kaciocinando agora como no n.*^ 9, vê-se que se pode dar a m um valor tal que estas 
equações se decomponham nas seguintes : 

(3) Pi = 0, Q,-^0, 
onde 



■jdPzi cP Zi \dx) -jd^^^i \dxj 

dy^ dx dy dx'^ 

Ás equações (1) só podem pois ter um systema de integraes da forma considerada quando 
as equações Qi = O, Q2 = O, . . ., Qa = não forem distinctas, ou tiverem, pelo menos, uma 
solução commum. 

34. Applicando estes principies ás equações 

c/íc" dx dy dy^ 



H^ + K^^ + L^^^ + M.^O, 
dx^ dx dy dy' 
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sendo H, K, L, M, N funcções de x^ y^ ^i, z<^^ . . ., Za^ pij p^, • • ., 2^ay q^i-, ^-2, • • ., qat de- 
duzem-se, seguindo o mesmo caminho que no caso de uma equação única, as egualdades 

(4) !H(f)+(K + i/ã)(f)+M. = 0, 

dx ^'^^'[dxj' 

em que x e a são as variáveis independentes. 

Os integraes dos a grupos (4), ligados dois a dois por funcções arbitrarias, dão, para 
cada signal do radical, a integraes intermédios. 

Este theorema é, para as equações de segunda ordem a duas variáveis, o que o de M. Gom- 
bescure é para as de primeira. 
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NOTA 



Alguns dos pontos d'esta dissertação foram objecto de trabalhos que posteriormente 
publicámos, os quaes se podem ver nas paginas seguintes d'este volume. 

Assim, a respeito da generalisação da theoria de Ampere sobre os integraes das equa- 
ções ás derivadas parciaes, dada no capitulo I, publicámos em 1878 um trabalho nas Mémoires 
de la Société ães Sciences ^Jiysiqiies et naturelles de Bordeaux {2,^ serie, t. li). Da mesma 
generalisação occupou-se, mais tarde, Forsyth, professor na Universidade de Cambridge, em 
um artigo intitulado The character of the general integral of ]partial differential equations^ o 
qual foi publicado em 1897 no volume xxviíi dos Proceedings of the London Mathematical 
Society, íí^este artigo obteve este eminente geometra os mesmos resultados a que tinhamos 
anteriormente chegado, por methodo análogo, n'esta dissertação e no trabalho precedente- 
mente referido, os quaes elle não conhecia n^essa occasião, como nos fez a honra de nos com- 
municar em carta de 31 de janeiro de 1898. 

A transformação estudada no n.° 16 e ás suas applicaçoes consagrámos também uma 
nota, publicada no volume correspondente a 1882 do Bulletin de VAcadémie Royale de Bel- 
gíquCj, e á applicação da mesma transformação, considerada no n.*^ 29, uma outra publicada 
no volume correspondente a 1881 dos Comptes-rendus de VAcadémie des Sciences de Paris. 
A doutrina d'esta ultima íoi transcripta por Groursat nas suas importantes Leçons sur Vinte- 
gration des équations aux dérivées partielles du seconde ordre (t. lí, p. 265, Paris, 1898), 
onde é consagrado um bello capitulo á transformação considerada no n.^ 16 d'esta dissertação; 
e á mesma doutrina foram consagradas por Clairin algumas paginas da bella these sobre as 
transformações de Baecklund^ que apresentou em 1902 á Faculdade das Sciencias de Paris, 
e que -foi pubhcada como supplemento ao volume xix da 3.^ serie dos Annales de VEcole 
Normale Supérieiíre de Paris. 
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V 



ÍRÍS IRÍIGOS SOBRE IS mm ÁS OtRIVIflAS PIRKIIES 
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SOR LE NOMBRE DES FOHCTIONS ARBITRAIRES DES ITÉGRiLES DES ÉQOATIOKS 

AUX DÉRiVÉES PARTIELLES 



(Mémoires de la Société des Sciences pliysiques et naturelles, 2.ème série, t. IL 

Bordeaux, 1878) 



1. Ampere, dans le premier de ses beaux Mémoires sur rintégration des équations aux 
dérivées partielles, a determine le nombre des fonctions arbitraires qui enti*eiit dans les inté- 
grales de ces équations. Mais il n'a considere que le cas oíi Téquation proposée n'a que deux 
variabies indépendantes. Le but de la piésente Note est de généraliser la tliéorie d'Ampèrej 
c'est-à-dire de déterminer le nombre des fonctions arbitraires de Tintégrale d'une équation 
contenant un nombre quelconque de variabies indépendantes. 

2« Soit 

(1) F = 

une équation aux dérivées partielles d^ordre quelconque q^ avec ?i variabies indépendantes 

L'équation V = O, qui satisfait seulement à Téquation (1) et à celles qui en résultent par 
la différentiation rei ative aux variabies indépendantes, est une intégrale générale, parce qu'une 
telle mtégrale satisfait au pius petit nombre possible de conditions. En dérivant donc V=0 
jusqu"à Tordre m par rapport à íci, .t^, . . . , íc^j, m étant un nombre arbitraire, égal ou su- 
périeur à ^, et en dérivant la proposée jusqu'au même ordre, on doit obtenir deux systèmes 
d^équations identiques. 

MaiS; comme le premier système contient un nombre d'équations plus grand que le deu- 
xième, il doit aussi contenir un nombre sufíisant d'arbitraires pour Tidentilication des deux 
systèmes. 
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S» En différentiant Téquation V = 0, on obtient les équations suivaníes: 



V = 0, 

^2V d^Y fPY d^^Y 

-— - = O -— -— - = O — — — - = ... —— = o 

dx^ ' dx, dx^^ ^ dx, dx^ ' ' dx'^ ' 



On voit que le nombre des équations precedentes est égal à la somine des nombres de 
combinaisons qu'on peut former avec n lettres, prises depuis une à une jusqu'á n à n, la 
même lettre entrant plusieurs fois dans chaque combinaison, plus une unité; c'est-à-díre, par 
une formule bien connue de la théorie des combinaisons, à 

[(m + 72) Coi], 

De la même manière; on voit que le nombre des équations qui résultent de la diíFéren- 
tiation de Téquation proposée est égal á 

[{m.-\-n — q) Cn], 

Donc, pour identifier les deux systèmes d'équations, il faut que celui-là contienne un 
nombre d'arbiíraires égal à o, en posant 

h = [(m -j-n) G n] — [(m -\~n — q)G ?2], 

et siipérieur à ^ quand Téliaiination des arbitraires se fait par des groupes. 

En faisant des applications successives d'un tliéorème bien connu de la théorie des com- 
biaaisonSy on trouve 

.B=[(m+72 — l)C(?2 — l)] + [(m + n — 2)0(^2-1)] + . . , + [(m i- n- q) C (n- 1)1 

Cette formule fait voir que §, et par conséquent le nombre des arbitraires, doit augmenter 
avec m. Cette condi tion est satisfaite, comm'il est facile de voir, par les fonctions arbitraires 
ã^arguments determines. 

4o Considérons premièrement le cas ou Tintégrale de Téquation proposée est exprimée 
par une équation seulement, et déterminons le nombre de fonctions arhitraires qu^elle contient^ 
et le nombre de arguments de cbaque fonction. 
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ThÉOEÈME. — Uintégrale d\ine équation aux dérivées partielles d'ordre q avec n variahles 
indépendantes contient^ en general^ q fonctions arhitraires distinctes^ contenant chacune n — 1 
argumentSy et elle ne jpeiit jamais en contenir moins., 

Nous avons déjà fait remar quer que le système d'équations qu'on obtient en diíférentiant 
rintégrale de (1) doit contenir un nombre de fonctions arbitraires égal ou supérieur à 

Nous allons maintenant voir combien de fonctions arbitraires doit contenir, d'après cela, 
rintégrale de (1). 

1.^ Supposons que dans Tintégrale entrent g fonctions arbitraires, contenant chacune l 
arguments, que nous représenterons par ai, ag, «3, . . ., a/. Chaque fonction arbitraire don- 
nera, par la dérivation, les suivantes: 



c?» 


df 


d(f 


Ã// 


da,J •• 


■ ■ ' c/a, ' 


á^cp 


(í^cp 


d^o 


dal ' 


rfttj cZí/,' 


'■' Aíf 


d^o 


a!3(p 


d3(0 


dcí\' 


du^ da^ 


• ' da\ ' 



et par conséquent le système des équations qui résultent de la différentiation de Tintégrale 
contiendra un nombre de fonctions arbitraires égal á 

g[{m^l)Gl\ 

2.^ Dans Tintégrale de (1) peuvent encore entrer des fonctions arbitraires obtenues par 
la différentiation des precedentes par rapport aux arguments, consideres comme variables in- 
dépendantes. Gonsidérons-en une d'ordre 0, et cherchons le nombre des fonctions arbitraires 
qu'elle introduit dans le système d'équations, qui ne soient pas comprises parmi celles du pre- 



ê 



(D 



mier cas. Soit — -. ^ cette fonction. Ses dérivées d"ordre inférieur km — d sont compri- 

dai da^ . . . 

ses parmi les dérivées de cp d'ordre inférieur à ??z, et par conséquent elles ont étó déjà rap- 

portées dans le premier cas. II nous reste donc à chercher le nombre des dérivées de 

d\ 

dai da^ . . 

VOL. II 



dont Tordre est compris entre m — d et 
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Le nombre des dérivées d^ordre m— 6 + 1 de la fonction precedente est égal au nombre 
de combinaisons de l lettres w — + 1 àm — 0+l,la même lettre pouvaiit entrer plusieurs 
fois dans chaque combinaison^ c^est-à-dire 

On trouve de la même raanière que les nombres des dérivées d'ordre m — 6 + 2, ..., 
m — 2, m — 1, m sont respectivement 

[(^4-Z-6 + l)C(Z-l)], ..., r(m + Z-2)C(Z-l)], [(m + Z-l)C(Z-l)]. 
Dono le nombre total des fonctions arbitraires introdiiites dans ce second cas est 

[(^ + ^_l)C(Z-l)] + [(m^Z-2)C(Z-l)]+...+ [(m + Z-6)C(Z-l)]. 

3.*^ Si dans Tintégrale de Téquation (\) entrent des intógrales indéíinies (contenant quel- 
ques-unes des fonctions arbitraires du premier cas) prises par rapport aiix arguments, consi- 
deres comme variables indépendantes, il est facile de voir que, pour trouver le nombre de 
fonctions arbitraires, dérivées de ces intégrales, qui ne sont pas comprises dans le premier 
cas, nous avons à additionner des nombres de combinaisons de lettres, dans chacune desquelles 
entrent l — 1 lettres ou moins. 

Considérons, en effet, Tintégrale f f f . . . J" cp dé^ dal . . . , oíi cp est une des fonctions 
arbitraires de ai, í/g, ..., considérées dans le premier cas. Différentiant jusqu'à Tordre m 
cliaqu'une des intégrales f (d da^^ ff oda^da^^^ ffodaf^ ..., par rapport aux arguments 
dont les différentielles n'y entrent pas, nous obtiendrons des fonctions arbitraires qui n'entrent 
pas dans le premier cas, et .dont le nombre est égal à [(?72 + í)&í], ou t est le nombre d'ar- 
guments qui sont dans ces condi tions, et par conséquent moindre que l. La diíférentiatioR de 
ces intégrales par rapport aux arguments dont les différentielles y entrent, donne d'autres in- 
tégrales, en nombre determine, auxquelles on applique ce que nous venons de dire. 

Dans le cas ou. cp n'entre pas dans Tintógrale de (1) hors du signe d'intégration, on con- 
sidere son intégrale d'ordre minime comme une fonction arbitraire cjj, qu'on met dans le 
premier cas. 

De tout ce que nous venons de dire on peut conclure qu'est condition nécessaire pour 
que Tintégrale de Téquation (1) soit générale 

(3) [(m+7^-l)C(7^-l)] + [(m+n-2)C(7^-l)] + ... + [(7n+7^-^)C(^-l)]<^[(m+Z)C^]+y, 

en posant 

y = E[(m4-A)C(Z-l)] + 2'[(m + B)C(Z-2)]+..., 
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ou g^ represente le nombre des fonctions arbitraires introdultes dans le deuxième et le troi- 
sième cas et A, B, . . . des nombres entiers positifs, inférieurs à l. 

Cette condition peut être écrite de la manière suivante, eii ordonnant ses deux membres 
suivant les puissances décroissantes de m: 

qr^n—i -|- . . . ^ gni^ + . . . 

et doit avoir lieu, quel que soit m] donc, en faisant m plus grand qu'une quantitó asslgnable 
quelconque, il vient 

ce que nous voulions dómontrer. 

Le signe d'égalité doit être employé toutes les fois que, lorsqu'on fait rélimination des 
fonctions arbitraires, pour passer du système d'éqiiations qui resulte de la différentiation de 
Tintégrale à celui qui resulte de la différentiation de Féquation proposóe, les fonctions arbi- 
traires ne s'éliminent pas par groupes, ou qu'il s'en elimine par groupes le moindre nombre 
possible pour chaque valeur de m, Cest le cas general, puisque, pour que les arbitraires 
s^éliminent par groupes, il faut qu'entre elles existent des rélations, et alors le nombre de ces 
rélations est minime. 

5. ThÉORÈme. — Le plus jpeíit nombre ãe fonctions avhítraires qui doivent dísparaitre^ 
guand on fait V élimination des autres^ augmente avec Vordre de Véquation^ avec Vordre 
jusquauquel on différentie Vintégrale^ et avec le nomhve des variahles indépendantes^ et nest 
zero que dans le cas des équations de prernier ordre. 

Pour démontrer cette proposition, nous devons, dans la formule (3), employer seulement 
le signe d'égalité, parce que nous cherchons seulement le moindre nombre d'arbitraires qui 
doivent disparaítre quand on elimine les autres. 

Quand on fait Téliraination des fonctions arbitraires, pour passer du système d'équations qui 
resulte de dériver Tintégrale à celui qui resulte de la différentiation de Téquation proposée, le 
nombre des fonctions qui doivent disparaítre d'elles-mêmes doit être égal à D, en faisant 

D==^[(m + n-l)C(?^-l)]--[(m + 7^-l)C(?^-l)]-[(m + 7^-2)C(n-l-] 
-.,,-[{m + n-q)G{n-l)]-{-g\ 

différence qui est toujours positive, même lorsque g' est égal à 0. 

En appliquant, en eífet, à chacun des différences partielles dans lesquelles on peut dé- 
composer D la formule 

[(m +p) Cp] - [{m +p - u) Cp] = [(m +p _ 1 ) C (^9 - 1)] + [(m +p - 2) C (p - 1 )] 

+ ...+ [{ni+p-u)0{p-\)l ■ 
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il vient 

D = (^-l)[(m + 7i-2)C(72-2)] + (^--2)[(m + 7z-3)C(n---2)]+(^-3)[(m+n-4)G(^ 
+ ... + 2[(m + n-(2+l)C(7.-2)] + [(m + 72-^)C(72-2)]+^'. 

Cette valeur de D augmente avec q^ m et n, ce que nous voulions dómontrer. 

6. Nous allons maintenaiit considérer le cas plus general oíi Tintégrale de réquation (1) 
est exprimée par k'\-l équations, ou entrent k arguments qui ne peuvent pas être elimines 
de manière à obtenir une seule équation. 

Dans ce cas, il est facile de voir que le systeme d'équations qui résultent de Ia différen- 
tiation de Tintégrale, jusqu'à Tordre m, contient un nombre d'équations égal à 

(/í:+l)[(m + 7z)Cn], 

et comme le système qui resulte de la diíFérentiation de (1) en contient 

[{m^n — q) Cn], 
la diíférence será 

[{m+n)Gn]{k+l)~[{m+n-q)Qn]==k[{m+n)Qn]^^ 

J^, . ,Jr-[{m + 7i-q)G{n-l)] = k[{m-\-n)Gn]-\-l, 

Dans ces équations entrent les arguments et leurs dérivées, dont le nombre est égal à 

k [{in + n) Cn'\ , 

qu'elles doivent déterminer; par conséquent le nombre de fonctions arbitraires doit être supé- 
rieur à í^, quand les fonctions arbitraires s'élirainent par groupes, et égal à ^ dans le cas con- 
traire. Quand on fait Télimination des arguments, quelques fonctions arbitraires peuvent dis- 
paraítre, ce qui n'altère pas la conclusion precedente, parce qu'alors le nombre des fonctions 
arbitraires doit augmenter. 

On conclat de ce qui precede, en procedant comme dans les n.°^ 4 et 5, que les tliéorè- 
mes précédemment énoncés ont encore lieu quand Z: > 0. 

Le premier de ces théorèmes peut être encore énoncé de la manière suivante: 
LHntégrale d' une équation aitx dérivées parlielles cVordre q avec n variahles indépendantes 
doit contenir un nomhre de fonctions arbitraires distinctes égal à Vordre de Véquation avec un 
nombre d^ arguments égal à n — 1^ quand dans Vélimination des arguments^ des fonctions arbi- 
traires et de leurs dérivées ^ ces fonctions ne s^éliminent jpar groupes ^ ou quHl s'en elimine par 
groupes le moindre nombre possible^ et jamais elle ne pe:it contenir moins. 
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SDR LINTÉGRATIOH D'DKE ÉQDATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 
DU DEDXIÈME ORDRE 



(Comptes rendus des séances de TAcadéniie des Sciences de Paris, t. XCIIL 

Paris, 1881) 



Le but de cette Note est de faire voir que l'óquation aux dérivées partielles de deuxième 
ordre 

d!^ z , ^ dz , , í d' z dz 



dz 
€Íi A et B sont des fonctions de x^ y^ 2, -y-, peut être transformée dans une autre du pre- 

d^^z ã^z 

mier degré par rapport à -j-j et -^ — ^. 

Soit 



(1) U=f{x,,J,,,^^j, 



la fonction / étant déterminée au moyen de l'équatioa 



dx 
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En dérivant (1)^ on obtient 



du df ãf ãz df d'^z 



(3) 



dx dx dz dx ^ dz dx^ ' 
dx 

,du ^/ , df dz j df d^z 



dy dy dz dy , dz dx dy 

\ dx 

u Z Ó Z 

En éliminant dans réquation proposée ^ et -j-^ au moyen de (3), et en remarquant 
ãz . X y X ^ 

que -^ disparait alors á cause de (2), ou obtient une équation de la forme suivante: 

^ ( dz du dii\ „ 

Ceíte équation et Téquation (1) donnent 

du du 



dz í du du\ 

-^ = Oyx,y,u,-^,-^j. 

En dcrivant la première des équations precedentes par rapport à cc et en comparant le 
résultat avec la seconde, on trouve 

du du\ da^ , c^cp du d(f d'^u ^ dcp d^u 

^ dx^ dy J dx du dx- ^ du dx^ ' du dxdy' 
"^ d-:r- d-^ '^ 

dx dy 

Cette équation est linéaire du deuxième ordre et donne la valeur de u^ qui, substituée 
áans réquation (4), mène à Tintégrale demandée. 
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SDR LINTÉGMTIOH D'DKE CLASSE D'ÉQUáTIONS AUX DÉRIYÉES PARTIELLES 

DD DEDXIÈME ORDRE 

(Bulletins de rAcadémie royale de Belgique, S.""'^ série, t. IIL Bruxelles, 1882) 



Je considere, dans ce travail, une transformation des équatíons aux dérivées partíélles 
linéaires, du denxième ordre, qui les ramène à autres dii premier ordre, lorsqiie leurs inté- 
grales intermédiaires contiennent seulement íc, y et une fonction déterminée 

^ / dz dz \ 

qui ne varie pas avec la fonction arbitraire. 

Quand cette transformation n'a pas lieu, je fais connaitre une transformation qui ramène 
1'équation proposée à une autre du deuxième ordre, laquelle contient, comme ças paiticulieFç 
la transformation de Laplace. 



I 

Soit proposée Téquation aux dérivées partielles, du deuxième ordre: 
(1) F = A?- + Bs + CH-D = 0, 

oíi Ton suppose 

dz dz d'^z ã^z d^^z 

^ díc' dy"^ dx^"^ dxdy"^ dy^* 
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Cherchions les conditions pour que Téquation (1) puisse être transformée dans une autre 
do premier ordre au moyen de la rélation 



(2) 



?(^5 3/)=/(^?3/?^;Í^7 9)' 



Cette équation donne: 



^^ÈL + ÈLp^ÈLr^^. 



(3) 



d(^ df df df df ^ . 



Premièrement on voit que, si Ton elimine deux des quantités r, s, t entre les équations 
(1) et (3), Tautre quantité doit disparaítre. 

Ensuite, éliminant une des quantités ^, p^ q entre Téquation resultante et Téquation (2)^ 
dont le second membre est supposé connu (nous verrons bientôt que la condition precedente 
le determine), les deux autres doivent disparaítre. 

Quand ces conditions sont satisfaites, on arrive, en effet, à un résultat de la forme: 



(4) 



d (D d(D\ 



Les conditions nécessaires et suííisantes pour que la transformation precedente soit pos- 
sible s'obtiennent donc en exprimant que trois des quantités z, p, q, r, 5, t disparaissent;. 
quand on elimine les trois autres; autrement dit, par un théorème sur les déterminants fon- 
ctionnels; bien connu: 



(5) 



dF 


d¥ 


dF 


d¥ 


dr 


ds 


dt 


dp 


,0 








df 

dp 


df 


df 





d'^i 


dp 


dq 


\j 


dp 





df 

dp 


df_ 

dq 


dp 



= 0, 
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(6) 



á£ ^ ^ ^ 
dr ãs ãq ãp 



O 

dp 

O 



O 



dq dp 

df cZcpi <Zcpi 

^g' dq djp 

df d cp2 d cp2 

í/p <i^ í/p 



= 0, 



(7) 



<^F d¥ dY d¥ 

dr ds dz dp 

dp 

dp dz dp 






df 

dz 


df 
dp 


df 

dq 


d<fi 
dz 


d(fi 
dp 


df 


df^ 


d(f^ 



= 0. 



L'équation de condition (5) donne: 



dp 



ABC 

^ ^ O 
dp dq 

df_ df_ 

dp dq 



O 



= 0. 



Si -—- = O, on doit éliminer q au lieu de p, au moyen de réquation (2) ; et Ton arrive à 

Tf • 1 • w df . df df . „ \ 

ce meme determmant multiple par -^; mais -j- et -j- ne peuvent etre nulles en meme temps; 

donc ce déterminant est égal à zero. 
Conséqueinment, 



(8) 



«(|)'+-(| 



dp dq ' 



ou 



(9) 



VOL. II 



dp / dq^ dp dq^ 
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ílj Q^ étant les racines de réquation 

(10) CQ2_BQ + A = 0. 

Chacune des équations (9) est aux dórivées partielles linéaires, du premier ordre, avec 
deux variables indépendantes; par conséquent on peut toujours les intégrer. Nous avons 
ainsi deux ensembles de valeurs pour le second membre de la formule (2). Substituons, dans 
les équations de condition (6) et (7), les dérivées de la fonction /, et óliminons ensuite p ou 
q au moyen de (2). Si Ton obtient ainsi deux identités avec deux des formes de la fonction 
/, qui satisfassent à Tune ou á l'autre des équations (9), Téquation proposée a deux transfor- 
mées de la forme considérée; si Fon obtient deux identités avec une seule des formes de/, 
réquation proposée en a seulement une. Enfin si Ton n^obtient pas d'identités, léquation pro- 
posée n'a pas de transformée de Ia forme considérée. 

Le nombre de ces transformées ne peut par être supérieur à deux, parce qu'à chaque 
transformée correspond un intégrale intermédiaire, comme on va voir. 

Quand les équations (6) et (7) sont vérifiées, Télimination de trois des quantités ^,p, q^ r, 5, í, 
entre les équations (1), (2) et (3), conduit, comme nous Tavons déjà vu, á une équation de la 
forme (4), qu'on integre par la théorie des équations aux dérivées partielles, du premier 
ordre, avec deux variables indépendantes. Cette équation donne la fonction cp, c'est à-dire le 
premier nombre de (2). Nous avons ainsi une intégrale intermédiaire de Téquation proposée, 
avec une fonction arbitraire, introduite par (4). 

Nous ferons encore les remarques suivantes: 

1.^ Comme Téquation proposée est du premier degré par rapport à r, s et t^ Téquation (4) 

será aussi du premier degre par rapport a - ' et -p-, ou equivalente a un ensemble d équations 

du premier degré par rapport à ces dérivées, parce que les formulas (3) sont du premier 
degré par rapport à toutes ces quantités. 

2.^ Si les équations de condition (6) et (7) sont vérifiées, nous pouvons annuler, dans le& 
formules (1), (2) et (3), deux des quantités 2;, p, q^ r, s et í, qui doivent disparaítre quand on 
fait Télimination des autres, et eífectuer ensuite cette élimination, laquelle est alors simplifiée, 

II 

Nous avons considere, jusqu'ici, le cas oíi les équations de condition (G) et (7) sont véi-i- 
fiées par une des fonctions qui satisfont à une des équations (9). 

Si seulement Téquation (6) est vériHée, nous allons transformer Téquation proposée dan» 
une autre du deuxième ordre. Nous verrons, par la suite, qu'il y a une classe étendue et 
importante d'équations à laquelle cette transformation est applicable. 

Après avoir trouvé, par Téquation (5), le seconde membre de (2), si Ton trouve que la 
condition (6) est remplie, mais que Téquation (7) ne soit pas vérifiée, la variable z ne dispa- 
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rait paSj quand on elimine, de Téquation (1), trois des quantités r, s, t^ p et q^ au moyen de 
(2) et (3). Noiís aurons dono une óquation de la forme: 

EUe donne: 

dfi dfi dz dfi ' d(f dfi d^ cp dfi d'^(f 

dx dz ' dx d(f'dx 7 <^ ? * '^-c^ d(f'dxdy ' 

CL —^ — CL — ^ — 

ax dy 

dfi dfi dz df\ ^ 'f , dfi d^ ç dfi d'^ cp 

dy dz \dy d'^* dy d^' dx dy j^^' ^V^ 

Új — ^ — <x — ^f — 

dx dy 

La substitution, dans Téquation (2), des valeurs de -y- et -y-, données par les équations 
precedentes, conduit a une equation: 

(12) /,(.,„„.k|J + L^ + M, K.|; + L,^ + M.)-0, 

K, L, M, Kl, Li, Ml étant des fonctions de ^,3/, 2, cp, -7-^, -y^. 

Eliminant ensuite 2, au moyen de Téquation (11), on obtient une equation aux dérivées 
partielles, du deuxième ordre, avec deux variables indépendantes. 

Si Ton sait intégrer cette equation par un moyen quelconque,*on obtient la valeur de cp; 
«t cette valeur, substituée dans (11), conduit á Tintégrale de Téquation proposce (1). 

Dans le cas contraire, si Téquation (12) est réductible à la forme (1), on lui applique de 
nouveau la transformation precedente, et Ton continue ainsi jusqu'à ce qu^on arrive à une 
equation à laquelle ne soit pas applicable la transformation precedente, ou à une óquation 
qu'on sache intégrer. 

III 



Nous allons maintenant discuter Téquation (10). 
i/*^ cas. Si A = 0, on aura: 

Q/ ^ O, 9J' = — 



Hosted by 



Google 



172 



et, par conséquent: 



djp ' c?p C ' dq ' 



donc une des formes de la fonction / ne contiendra pas p. 
2.^ cas. Si C = 0, on aura: 

et 

dq \ ãp B ' dq ^ 

par conséquent, une des formes de la fonction / ne contiendra pas q^ 
5o^ cas. Si, en même temps, A = et C = 0, on aura: 



et 

dp "^ dq 

Ainsi, une des formes de la fonclion / ne contiendra pas p, et Tautre ne contiendra 
pas q, 

4,^ cas. Si; en même temps, A = et 3 = 0, on cHura: 

Q'=--0, Q'^ = 0; 
puis 

dp 

les deux formes de / ne contiendront pas p, 
ÔJ cas. Si B = O et C = O on aura: 

9J = oo, Q''=oo, 



dq ^' 



les deux formes de/ne contiendront pas q. 
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L'étude de ces cas particuliers est importante, parce que i'on y réduit souvent des cas 
plus compliques. Nous allons donc les ótudier. 

I. Considérons Téquation aux dérivées partielles: 

F = Ar + B5 + D = 0, 

oíi A, B, D sont des fonetions de a?, ?/, z^ P^ Ç- 

Nous avons déjà vu que, dans ce cas, Téquation (5) donne: 

^^0 A^ = B-^. 
dq ' dq dp' 

La deuxième équation ne conduit pas á un résultat remarquable; considérant donc seule- 
ment la première, on a 



(13) 



^^=/(^?2/>^;Í^)7 



en posant cp (a?, y) = u. Par conséquent: 



(14) 



dii df , df ^ df . - 

du df ^ df ^ df ^ . 



La deuxième équation de condition (6) donne: 



A 


B 


d¥ 
dq 


d¥ 
dp 











df 
dp 


df 








dfi 


ãp 






dp 





df 

dp 


df 
dz 


dp 



= 0, 



ou 



(15) 



dz dq ' dp 



Hosted by 



Google 



174 



La fonction/ doit donc être obtenue au moyen de réquation precedente; et, eomme cette 
€onction ne doit pas contenir q^ réquation proposóe doit être: 



F = Ar + B5 + H^+G = 0, 



Â, B, H, G étant des fonctions de x^ y^ Zj p. 
L'éqiiation (15) devient: 



d'oú, intégrant, 
(16) 



dz dp ' 



-f=fK{Bdp+mh), 



1 étant le facteur qui rend intégrable ^d/p-\~']ldz, 
La troisième équation de condition (7) donne 



(17) BJH^ 
[_ dp 



■B 



dz J 



+ A 



Tj d'£n ^ dwi 



dp 



dz 



-B). 



Hi^-B^ 

dp dz 



:0, 



Si Télimination de quatre des quantités r^ s^ p^ q et z^ entre cette équation et les équations 
(14) et (16), conduit à une identité, Téquatíon proposée aura une intégrale intermédiaire, 
Nous allons cliercher u dans ce cas. 

On déduit de Téquation (16): 



du df 
dy ~ dy 

puis, en éliminant Ilq-\~Bs et r, on obtient: 



-X[H^ + B.9] 



(18) 



A ^^^ _L R ^^^ J- P ^-^ "R ^-^ A ^^ A ^-^ — O 
dx dy dp dy dx dz 



Éliminant ensuite une des quantités p ou z^ au moyen de Téquation (16), et observant 
que Tautre doit disparaítre^ à cause de l'équation (17), on aura une équation de la forme: 



, , du du\ „ 



Cette équation est aux dérivées partielles, du premier ordre, avec deux variables indé- 
pendantes. Intégrée, elle donne, pour u^ une valeur contenant une fonction arbitraire. En 
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«ubstituant ensuite cette valeur de u clans (16), on obtiendra rintégrale intermédiaire de 
Féquation proposée. 

Supposons maintenant que Téquation de condition (17) ne soit pas vérifiée. Álors nou& 
emploierons la transformation du numero II. 

Éliminant les quantités r et s^ au moyen des équations 

^-f + MH. + B.,. 

et ensuita p, au moyen de réquation (16), et observant que q alors doit dispaniítre, on obtient: 

4^ + B'4"- + C' = 0, 
ax dy 

B' et C^ étant des fonctions de x^ ?/, z^ u. 
Cette équation donne 

d^u . d^u ídB' ^d^R' ^^ ^_u^_21_lA21 f^ ' (^ ^_L^\ -O 



dx°^ dxdy \ dx du * dxj dy dx du dx \ az ' dy dz 

Éliminant z et p^ au moyen de Téquation (16) et de la precedente, on obtient une 
équation : 

^ d.^u ^ ^^ d-u , ^T .. 
dx-' dx dy 

Si ron peut intégrer cette équation par une méthode quelconque^ on obtient une valeur 
pour Uy qui, substituée dans Féquation (16), conduit à Tintégrale demandée. Dans le cas 
contraire on examine si Ton peut encore lui appliquer la transformation du numero II. 

II. Si A = 0, c^est-à-dire si Téquation proposée est: 

tout ce que nous avons dit, das le cas précédent, a encore lieu, avec le changement de x ^n y^ 
^ en 2', C en A, et réciproquement. 

III. Si Ton a, en même temps, A = et = 0, Téquation (5) donne: 

dj) ' dq 
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On résout dono la question. ou par le cas I en y faisant A = O, ou par le cas II en y 
faisant C = 0. 

IV. Si B = et C = 0, 1'équation (8) donne: 

donc 

et par suite: 

du df , ãf , df 
— = -^ + — ^ p -j — — 1\ 
dx dx dz dp 

Alors róquation proposée est 

F = Ar + D = 0. 

Pour que q disparaisse quand on elimine r et p, au moyen des precedentes, on doit avoir: 

a/p 

Donc / ne peut contenir^; et les transformations considérées n'ont pas lieu. 

On excepte le cas ou Téquation proposée ne contient pas ^; alors, Féquation (6) a lieu 
sans qu'il soit nécessaire que la fonction / ne cuntienne pas jp. Mais, dans ce cas, Téquation 
proposée peut être intégrée en considérant y comme constant et reraplaçant la constante ar- 
bitraire par une fonction arbitraire de y, 

V. Si B == O et A = O, on applique tout ce qu'on a vu dans le cas précédent, en changeant 
íc en y, p en ^, r en í, et réciproqueraent. 



Hosted by 



Google 



^^I 



EQL 



(Dissertação apresentada á Faculdade de Matliematica da Universidade de Coimbra 
para o concurso a um logar de lente da mesma Faculdade. Coimbra, 1876) 



YOL. II 
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INTRODUCÇAO 



O principio das velocidades virtuaes pode, como é sabido, servir para resolver de um 
modo uniforme todas as questões de Mecânica. Isto fez Lagrange na Wlecanica Analytica^ 
usando, para determinar a posição dos pontos no espaço, ou das coordenadas cartesianas re- 
ctangulares, ou das coordenadas polares. Diz porém este grande geometra que na Mecânica 
Analytica se pode empregar qualquer systema de coordenadas para determinar a posição do^ 
pontos no espaço. 

Poinsot na sua Nota sohre um ponto fundamental da Mecânica Analytica mostrou que as 
formulas de composição de forças dadas por Lagrange não são applicaveis ao caso das coor- 
denadas cartesianas obliquas, e apresentou as formulas que então têem logar. Foi porém mais 
longe este illustre geometra, pois avançou mesmo que, no metliodo de resolver as questões de 
Mecânica pelo principio das velocidades virtuaes, não são próprias as coordenadas obliquas 
para determinar a posição dos pontos. 

Nenhum geometra, que eu saiba, se occupou mais d'este ponto de Mecânica;. não me parece 
porisso inútil desenvolvel-o nesta dissertação, para mostrar que a reflexão anterior de Poinsot 
não é exacta, e chegar por meio do principio das velocidades virtuaes a alguns resultados já 
obtidos por outros methodos, e a outros que julgo não terem sido ainda notados. 

No capitulo I mostro primeiramente que a equação (5), que traduz o principio das velo- 
cidades virtuaes, demonstrada por Lagrange no caso dos eixos coordenados serem orthogo- 
naes, tem logar ainda quando os eixos são oblíquos. Esta extensão da formula (5) parece-me 
não ter sido ainda indicada, nem também a extensão análoga da formula (4). Procuro depois 
as fórmulas de composição das forças, quando os eixos coordenados são oblíquos, a que chegou 
Poinsot, e termino por deduzir d'estas formulas o principio do parailelipipedo das forças. 

As equações que exprimem o equilíbrio do solido invariável, quando os eixos coordenados 
são oblíquos, foram, como se sabe, achadas por Poinsot, usando dos theorem^s sobre binários; 
creio porém que ninguém se occupou ainda de as deduzir do principio das velocidades vir- 
tuaes. No capitulo 11 faço porisso esta deducção, e chego assim ás fprmulas (4) e (5), que 
creio novas, das quaes se tiram as equações (6), a que chegou Poinsot. Esta deducção é feita 
por dois processos, dos quaes o segundo é fundado nas formulas (7), que são a generalização 
de três formulas devidas a Euler. 
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No capitulo III deduzo primeiramente a equação geral da Dynamica no caso dos eixos 
coordenados serem obliquos, deduzo depois as equações do movimento do solido invariável ^ 
que têem também logar no movimento de qualquer systema livre, e demonstro que o não 
entrarem nestas equações as torças de attracção reciproca dos pontos dois a dois é uma cir- 
cumstancia que tem logar não somente quando as forças são eguaes duas a duas e oppostas^ 
mas ainda quando, sem serem eguaes, são todavia funcções das distancias dos seus pontos de 
applicação. Esta proposição creio não ter sido ainda notada. 

Resta-me fallar de um dos pontos novos da minha dissertação, que me parece ter alguma 
importância. A posição de um ponto no espaço pode determinar-se, relativamente a três eixos 
coordenados oblíquos, pelas projecções orthogonaes do seu raio vector sobre estes três eixos. 
Este systema de coordenadas, applicado á Mecânica, conduz a muitas equações, entre as 
mais importantes, que têem a mesma forma que se os eixos coordenados fossem rectangulares, 
abstrahindo da significação das variações. Estas equações são: a equação fundamental do 
equilibrio; as equações do equilíbrio do solido invariável (formulas (4) e (5) do capitulo II); 
as equações (7) do mesmo capitulo II; a equação fundamental da Dynamica (formula (5) do 
capitulo III); as equações do movimento do solido invariável (6) e (8) do capitulo III, e as 
suas consequências (10) e (11). Empregando as coordenadas de que acabámos de fallar, che- 
ga-se a resultados, em geral, mais simples que os que se obtêem empregando as cartesianas 
obliquas. 



Coimbra, 1876. 
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CAPITULO I 



Eq^nilil^rlo cios. systeixias cie for^oas 



1. Sabe-se que o principio das velocidades virtuaes se traduz pela formula 



(1) 



Vãp + qãq + Rdr + ,,, = 0, 



sendo Pj Q, R, . . . as forças que actuam sobre o systema em equilibrio; ^, q^ r, ... as 
distancias dos pontos de applicação d'estas forças a outros pontos coUocados na sua direcção, 
chamados centros de forças; e djp^ dq, dr, ... as variações d'estas distancias, quando se dá ao 
systema um deslocamento infinitamente pequeno, compativel com as ligações do mesmo. 

Sabe-se também que, para resolver qualquer questão de equilibrio por meio do principio 
das velocidades virtuaes, deve exprimir-se c^p, dq^ dr^ , . . em funcção das coordenadas dos 
diversos pontos do systema, eliminar-se na equação (1) as diíFerenciaes das coordenadas, que 
se poderem eliminar por meio das equações que representam as ligações do systema, e egualar 
separadamente a zero os coefficientes das outras differenciaes. 

As coordenadas que servem para determinar a posição dos pontos do systema, podem ser 
de qualquer natureza, como diz Lagrange. Na Mecânica Analytica emprega este grande geo- 
metra as cartesianas orthogonaes e as polares. Aqui empregaremos as cartesianas obliquas. 

2. Formemos primeiramente dp^ dq^ dr^ ... em funcção das coordenadas íc, y^ z^ 
x' ^ y, z\ ... dos diversos pontos do systema. 

A distancia entre o ponto (íc, y^ z) e o centro de força correspondente (cí, ò, c), quando 
os eixos coordenados são oblíquos, é 



(2) 



(^ _ af + (y — hf + {z- cf + 2 {x — a)(y — h) cos {xy) 
p^= i + 2 (íc — a) (z — c) cos {xz) 

+ 2(3/— 6) (2 — c) cos (2/2;), 



chamando ixy)^ {xz)^ {yz) os ângulos formados pelos eixos coordenados entre si. 
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DifFerenciando, vem 

Í[(x — a)-\-(y —b) cos (xt/) + (z — c) cos (xz)] dx 
+ [{y T- 5) + (cc — a) cos (xy) + (2; — c) cos {yz)\ dy 
+ [{z — c) -\-(x — a) cos (xz) -\~(y — b) cos (yz)] dz ; 

mas, designando por (px)j (py) e (pz) os ângulos formados pela linha p com os eixos das 
coordenadas, temos (^) 

a?— a ?/ — 5 ^ — c 

cos ( pa?) = ^ — + -^ cos (xin H , . 

p p _p cos [xz)^ 

/o- / / N y — b^x — a / , , 2; — c 

(d) y cos (5(92/) = -^^ -H cos(ccv)H — / , 

^ ^ ^ ^-^^^ p p ' ^^ p cos, (yz), 

z—c x—a y—b 

cos (pz) = 1 — cos (xz) + - 



p p p cos (ijZ) 



102:0 



(4) dp = cos (px) dx + cos (py) d,y + cos (pz) dz^ 

que é a mesma formula a que chegou Lagrange no caso de serem os eixos coordenados 
orthogonaes. 

No caso de sobre dois pontos (x^ ?/, 2), (íc^, y, 2') actuarem duas forcas eguaes e oppos- 
tas, virá 

(4^) <^Í5 = cos {px). (dx — dx') -f cos (py) (dy — dy') + cos (pz)(dz — d'z')^ 

sendo p a distancia dos dois pontos, e (p^)-) -(py)y Xp^^) os ângulos formados pela hnha qúe os- 
-une com os eixos, das coordenadas. 

So A condição necessária e sufíiciente para que um systema de forças esteja em equili-^ 
^brio, é, em vii'tude do que temos dito, 

'(Õ)' S P [cós (p^') dx -|-'.cos (py) dy-j- cos (pz) dz\=- O, 

onde se deve estender o signal de somma a todas as forças do sjstema. 



(^) Estas formulas encontram'- se na bella JiewcWa sobre varias formulas novas de Geometria AuaJytica,. 
apresentada pelo nosso illustre mathematico, o sr. Daniel Augusto da Silva, á Academia das Sciencias de 
Lisboa, em 1872. 
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Exprimindo as ligações do systema por equações entre as coordenadas obliquas dos seus 
diversos pontos, differenciando estas equações, eliminando por meio d^ellas as diíFerenciaes 
que se poderem eliminar na equação precedente, e egualando a zero os coefíicientes das res- 
tantes, obtêem-se as equações que exprimem o equilíbrio do systema. 

Para fazer esta eliminação , pode seguir- se o caminho usado por Lagrange^ isto é^ multi- 
plicar as equações que exprimem as ligações por factores indeterminados, sommal-as com a 
equaçEo anterior, e egualar depois a zero os coefíicientes de todas as diíferenciaes dx^ dy^ dz^ 
ãx' ^ dy' j dz' ^ etc. Parte das equações que se obtêem, servem para determinar os factores, e 
as restantes exprimem as condições do equilíbrio do systema. 

Póde-se também exprimir immediatamente as condições de equilíbrio do systema por meio 
de determinantes. Com effeito, sendo U = 0, U^ = 0, U" = 0^ . . ., L^'^) = O as equações que 
representam as ligações do systema, teremos 



dU ^ , dlj 

dx-\-- 



dx 

dL" 

dx 



dx- 



dy 

dh" 



dy- 



dy 



dy- 



dU 



dz 

dV^ 



dz- 



dz 



dz-^ 



dU 



dx' 
dV 



dx'-\-. .. = 0, 



dx' 



dx' + . 



■O, 



dU^ 
dx 



dx- 



dy 



dy- 



dlJ^ 
dz 



dz- 



dJJ^ 
dx' 



dx' + .. . = 0. 



Por meio d'estàs equações devem eliminar-se em (5) n difPerenciaes das variáveis cc, y^ z^ 
x\ y'^ z\ etc. e egualar a zero os coefíicientes das restantes, o que dá o systema de deter- 
minantes : 



P cos (px), 


P cos (ptj), 


P cos {pz), 


P' 


cos (j>'x), 


dL' 


ãJJ 


dL' 




dL' 


dx ' 


dy ' 


dz ' 




ãx' ' 


ãJJ' 


dL" 


dL" 




dL" 


ãx ' 


.dy ' 


dz ' 




dx' ' 


áLW 


ãU^) 


d LM 




dU") 


dx ' 


dy ' 


dz ' 




dx' ' ■" 



Cumpre notar que, sendo m o numero de pontos do systema, haverá em cada cokimna 
horisontal do syrabolo precedente 3m termos, e em cada columna vertical n-\~l. Com cada 
n-\-l columnas verticaes pôde formar-se um determinante, e temos assim 3m — n determi- 
nantes distinctos, cada um dos quaes deve ser separadamente egual a zero, e que dão assim 
as condições de equilíbrio do systema proposto. 
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4. Sejam P, Q, R, etc. forças que actuem sobre um ponto, e X, Y, Z três forças diri- 
gidas segundo os eixos coordenados e capazes de substituir as primeiras. Este systema estará 
em equilibrio com o opposio áquelle; logo 

Pc/jp + Qí7^ + Rár + ...= Xí^^ + YíZ*/|+Zdí, 

representando por cZ^, d-q^ ãZ as variações das distancias (^, */], Z) do ponto de applicação 
das forças X, Y, Z aus centros das mesmas, quando se dá ao ponto um deslocamento infini- 
tamente pequeno. 

Reciprocamente, se a condição anterior tiver logar, podem as forças X, Y, Z substituir 
P, Q, R, etc. 

Para determinar n'este caso X, Y, Z, notemos que, em virtude da formula (4), temos, 

dc, = dx-\- dy , cos (xy) -\- dz . cos (ocz)^ 
dr^ = dy + dx . cos (yx) -^ dz . Qos(yz) , 
dC:= dz -{~dx.co& (zx) + dy . cos (zy) ; 



logo 



S P [cos (_píc) . dx -\- cos (py) , dy -\- cos (pz) . dz] = X [dx + dy . cos (xy) -j- dz . cos (ocz)] 

+ Y [dy + dx . cos (yx) -\- dz . cos (yz)] 
+ Z Í_dz + dx . cos (xz) -\- dy . cos (yz)]^ 



d^onde se deduz 



(6) 



S P cos (px) = X + Y cos (yx) + Z cos (zx)^ 
S P cos (py) = X cos (xy) + Y + X cos (zy)^ 
S P cos (pz) = X cos (xz) + Y cos (yz) + Z, 



e portanto 



(7) 



X = E yr- cos (px) M — cos^ (zy)) + cos (j)y) Tcos (^ci^) cos (zy) — cos (ir?/' 

+ cos (pz) (cos (íZ'?/) cos (zy) — cos (^í^)) , 



+ cos (px) (cos (íi'2;) cos (yz) — co^ (xy)j , 
+ cos Q.>íí;) (cos (xy) cos (3/^) — cos (ocz)j ^., 
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onde 

D = 1 — cos^ [xy) — cos^ (xz). — cos^ {yz) -\- 2 cos (xy) cos (xz) cos (?/.^). 

Estas formulas são aquellas a que chegou Poinsot em uma nota que vem no fim da Me- 
cânica Analytica de Lagrange (3/ ed.). 

Comparando as formulas (6), quando ha só uma força P, com as formulas (3), conclue-se 
que X, Y, Z são as componentes segundo os três eixos de uma linha P, cujas projecções 
orthogonaes sobre os eixos das coordenadas são 

P cos {px)^ P cos {py)^ P cos (^2), 

e esta linha é porisso a diagonal do parallelipipedo, cujos lados são eguaes a X, Y, Z e diri- 
gidos segundo os eixos. 

É o principio do parallelipipedo das forças, que se acha assim deduzido do das veloci- 
dades virtuaes de um modo novo, que me parece muito simples e directo. 

5. Um ponto {x^ ?/, z) pode também ser determinado pelas suas três projecções ortho- 
gonaes sobre três eixos oblíquos e as forças pelas suas projecções orthogonaes sobre os 
mesmos eixos. Representaremos as novas coordenadas assim definidas por (a?i, ?/i, Z{) e as 
projecções orthogonaes da força P sobre os três eixos por Xi, Yi e Zi. 

A formula (5) pode pois escrever-se do modo seguinte: 

(8) S [Xi dx + Yi dy + Zi dz] = 0; 

e empregar-se debaixo doesta forma quando os coefíicientes de dx^ dy^ dz^ etc. nas equações 
que traduzem as ligações do systema vierem expressos em funcção das coordenadas íci, xí, xí^ 
etc; como acontece, por exemplo, quando a condição a satisfazer é a invariabilidade da dis- 
tancia entre dois pontos (a?!, ?/i, ^i), (íci, ?/i, 4)? pois que, neste caso, a formula (4') dá 

(x'i — Xi) (dx — dx) + (3/1 — yi) {dy — dy) + (z^ — ^1) {dz — dz) = 0. 

O que vem de dizer-se tem uma applicação no caso do solido invariável, pois mostra já 
que as equações do seu equilíbrio, no caso dos eixos serem obhquos, derivam das que têem 
logar no caso dos eixos orthogonaes pela mudança de íc, ?/, Zj etc, X, Y, Z^ etc. em 
í»i) yi, ^i, ^tc, Xj, Yi, Zi, etc, com tanto que as projecções dos pontos e das forças sobre 
os eixos oblíquos sejam feitas orthogonalmente. 

A equação (8), que exprime o equilíbrio de um systema qualquer, tem a mesma forma 
que no caso dos eixos coordenados serem orthogonaeS; e deve empregar-se quando, differen- 
voL. u y 



Hosted by 



Google 



186 



ciando as equações que exprimem as ligações e substituindo as coordenadas que entram nos 
coefficientes das diíferenciaes das mesmas por outras obtidas por projecções orthogonaes 
sobre os eixoSj e eliminando na equação de equilibrio as diíferenciaes que se poderem elimi- 
nar, se chegar a resultados mais simples do que empregando, para determinar os pontos e 
as forças^ as suas projecções por meio de planos parallelos aos planos das coordenadas. 

As formulas para esta transformação obtêem-se facilmente por meio dos theoremas da 
theoria das projecções, e são 

Xi=x-^y cos ixy) -\- z cos {xz)^ 
2/1 = 2/ + ^ cos {xy) + z cos {yz)^ 
Zi = z -\-x cos (xz) -j- 3/ cos (yz) . 
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CAPITULO II 



Solbx^o o oc|_TiLÍlilbr*io dos solid.o@ 



6. Equilíbrio de um ponto que só pôde mover-se sohre uma superjicie dada^ 
Seja 

L' =/(«;, 2/, 2) = o 

a equação da superfície dada. 

As condições do equilibrio do ponto serão (n.° 3) 



EPcos(_p^), EPcos(j93/)5 SPcos(p^) 

dlJ_ dU_ dV 

ãx ' dy "^ 



dz 



-o, 



OU 



(1) 



S P cos (px)j S P cos (p?/) 
dL' dV 



dx 



dy 



^0, 



S P cos (_píc), S P cos {pz) 
dJ.' dV 



dx 



dz 



= 0. 



7. Equilíbrio de um ponto que só pôde mover-se sobre uma curva dada. 
Sejam 

as equações das superfícies que determinam pela sua intersecção a curva dada. A condição 



Hosted by 



Google 



188 



do equilíbrio do ponto será (n.° 3) 



(2) 



S P COS (píc), S P cos (py), ^ P cos (pz) 

d\J ãU dL' 

dy ' dz 

dU^ dL'^ 



dx ' 

dJu'' 



dx 



dy ' 



dz 



= 0. 



8o Equilíbrio do solido invariável. 

Procuremos agora as condições de equilíbrio de um solido invariável, suppondo-o referido 
a três eixos coordenados oblíquos. 

Suppondo estas condições conhecidas para o caso particular de os eixos das coordenadas 
serem orthogonaes, podia-se passar ímmediatamente para as que sao relativas aos eixos obli 
quos pelo meio indicado no n.° 5. Vamos todavia deduzil-as aqui directamente, sem as suppor 
previamente demonstradas para o caso particular mencionado. 

Sejam P'^), P^^), P(^), etc. as forças applicadas aos diversos pontos (x^^\ y'^^^ z^^^), (cc^^), ?/(^), 2;^^)), 
(x^^\ ?/(^), 2'^)), etc. do solido. Virá (n.^ 3) 



(3) 



S P [cos (px) dx + cos (py) dy + cos (pz) dz = O, 



em que o sommatorio S se deve extender a todos os pontos a que estão applicadas forças, 
e onde se devem eliminar todas as dííferenciaes que se poderem eliminar por meio das equa- 
ções que exprimem as ligações doestes pontos. 

Estas equações exprimem a invariabilidade da distancia entre dois pontos quaesquer e 
são da forma: 

(xin) _ xiP))^ + (?/(«) — y(P)y^ + (2(^' — z(P))^ + 2 (íc(«) ~ x^P)) (?/(«) — 3/^^)) cos (xy) \ 

+ 2 (íc(^') — x^P)) {z^'') — z(P^) cos (xz) = const. 
+ 2 (y^''^ — y'P^) (^í") — z^P)) cos (yz) ) 

Se considerarmos três pontos {x^^\ y^^-\ ^w), (x^?\ y^^\ ^^^0? (^^ ^ y^ \ ^^0 ^^ solido, 
que não estejam em linha recta, para exprimir a solidez basta exprimir a invariabilidade das 
distancias entre estes pontos dois a dois e a invariabilidade das distancias de todos os outros 
pontos a estes três. Deve pois na formula precedente dar-se a 7i os três valores oc, p, y e a 
p os valores correspondentes a todos os outros pontos do solido, dando além d'isso a ^ os 
valores P e j quando a 7i se der o valor a, e a j? o valor j quando a 7i se der o valor p. For- 
mam-se assim todas as equações distinctas que exprimem a solidez do corpo. 

Temos pois a differenciar estas equações e a eliminar entre as resultantes e (3) as diífe- 
renciaes das coordenadas dos pontos considerados, que se poderem eliminar. Para isso, multi- 
plicaremos primeiro as equações differencias obtidas por factores indeterminados X, juntaremos 
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os productos a (3) e egualaremos a zero os coeficientes de todas aquellas differenciaes. Ê o 
que vamos fazer. 

Temos primeiramente 

S P [cos {px) dx + cos (j9?/) dy -\- cos {pz) dz] 

+ (^^""^ —^^^0 (^^^""^ — cfe'i'))'cos (ícy) + (£c(") — íc^^)) (c??/('^) — dy^P)) cos (a??/) 
+ (2;(**) — ^(P ) ((^íc(«) — áící/')) cos (í/;^;) + (íc^^) — x^p)) {âzÁ""^ — á^í^O cos (xz) 

+ iy^''^ — y^^^) {^'^^""^ — ^^^^'0 cos (3/2;) + (^(") — 2^^)) ((i2/'") — cZ?/^i^)) cos (?/2;)] -: o, 

extendendo o sommatorio S^ a todas as equações de condição. 

Esta equação pode escrever-se (capitulo I, formula 3) do modo seguinte: 

S P [cos [px) dx + cos {py) dy + cos [fz) dz'] 

+ l^f-^ [cos (r'^^-^ x){dJ-'^ -c?a;(P)) + cos (^^^^^ y)(dy('^ -di/^^)^ciOB (rf z)(dz^"-'^ -dz^^^)] 
+ ).-}'^)[cos (r-j«) x){dx^"^ -áxC') )+cos (rp 2/)(c??/('') -dt/'^) ) 4-cos (r.|«) 2)(áz('^) - Jz^'^) )] 
+ \f[^OB(rf)x){dx(^)-dx'^^^)+<^o,{ri^)y){dr/^^-dy(^^^^ 

representando por r^' a recta que une o ponto {ar\ y ■, 2 ) ao ponto («'^ , yP\ z^^-*), e 
extendendo o sommatorio S" aos três valores de w e a todos os valores de ^, excluindo 
a, p, Y- 

Egualando depois a zero os coeficientes de todas as differenciaes, que entram na equação 
precedente, resultam as equações seguintes: 

(A) P^'^) cos (p(«) a;) + S" \f cos {^f x) + \^^ cos {rf ^ + \f cos (rf ) a;) = O, 
(AO P(«) cos (p(^) ^) + S" -Aj,'^) cos i^f y) + ^^^^^ cos {rf y) + 1.;«) cos (rf ^ t/) = O, 
(A") ?("■) cos (p(«) z) + S" iS^^ cos (,'J^) 0) + 1' «' cos (r^'^' 2) + À-[=') cos (r^ z) ^ O, 

(B) P(W cos [p^^^ x) -V S" X],P) cos (rf x) - if^ cos (r^f x>) + xf cos (rf) *>) = O, 
(B') P(P) cos (p<P) 3/) + 2" X^P) cos (r^W 3/) - Xj'^) cos (r^«) y) + X{W cos (rí^^) y) = O, 
(B") P'?^ cos (|><P) z) + S" X(P' cos (r^) s) - X^") cos (rj«) s) + xf cos (rf > .) = O, 
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(G) PC^) cos (pCf) £c) + S" k^^ cos (rj^) x) - }Sp cos (r^ x) - 4") cos (r-^ x) = O, 

(C) P(^) cos (p(^^ 2/) + S" à],'^ cos (r^^) ?/) - )ip cos (rf > 3/) - )J{^ cos (rf ' 3/) = O, 
(C") P(^) cos (pC^) z) + S" ^y) cos (r|^' z) - }Sp cos (íf ) z) - 1^'^ cos (r}"^) z) = O, 

extendendó o sommatorio 2" a todos os valores de f. 
Além d'estas vêem as equações seguintes: 

(D) V^V) cos (j,(P) O)) - Xj;-) cos (»>) a.) _ \f cos (rj,^) *•) - Xj^> cos (rj^) a.) = O, 
(DO P(P) cos (p(^) y) - \^\ cos (,>) y) - \f cos (rj,P) y) - X('0 cos (,f > y) = O, 
(D") P^í*) cos (p( P) z) - X.^) cos (r^"^ z) - X^^) cos ^-^ « 2) _ x(T^) cos (r<^) z) = 0. 



Estas equações são tantas quantos os valores que se podem dar a p, excluindo a, p, y. 
Somando as equações (A), (B), (C) e (D), resulta 

S P cos (px) = 0, 

Do mesmo modo se obtêem as esquações 

S P cos (p?/) = O, S P cos (p^) =- O, 

onde se deve entender o sommatorio S a todos os pontos' do solido. Temos achado pois três 
das condições necessárias para o solido estar -em equilibrio. 

Como na equação (3) ha três vezes tantas diíFerenoiaes quantos os pontos do solido, e 
como as equações de condição distinctas, a que estas diíferenciaes têem de satisfazer, são três 
vezes tantas quantos os pontos do solido, menos seis, segue-se que o equilibrio é expresso por 
seis equações; resta pois formar ainda três. E o que vamos fazer. 

Nas equações (A), (A^, (A^O^ (B)? • • •? (^^'0 ponhamos 

(n) \ '^^' <^os \r^'^^ x) — r(^) cos (r^-^) x) 



■%-)x): 



M 



' ín) \ '^^^^ ^os (r(^) y) — r^P^ cos (?''(?^) y) 

V 

/ íiíV \ rv^) cos fr(^) 5) — ri?') cosfrí^) ^) 
cos [T^^^ zj = ^ ^ ^ ^ 



ri^) 
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representando por rW, r^V\ etc. as distancias dos pontos (ccW, ?/("■), 2W), {x^'P\y^\ «'í')), 
etc. á origem das coordenadas. 

Mídtipliquemos depois (A) por rW cos \r\"-> y) e subtraiamos do resultado a equação (A'), 
multiplicada por r\"-' cos (r^"-) íc) ; virá 

p(«) ,,(«) [cos (p(«)ítí) cos [M y) — cos {p^"-^ y) cos (r(«)£c)] 
(c,.) r(«) »■( ) [cos (r(P) y) cos (r(«) te) - cos (r(«) ?/) cos (í-(p) íc)] 

p 

. (a) r('^-) r(^) [cos (r(P) 2/) cos (r(«) cc) - cos {A"^ ij) cos (r(P) cc)] 

(c,_) ^^"^ ^^ ^ [cos (r( O ?/) cos (?'^^-) íc) — cos (A O ,x) cos (?'(") ?/)] 

' ia) 

ri > 

As equações (B) e (B^), (C) e (C^) dão do mesmo modo as duas seguintes: 
p(P)r(P [cos(p(P)íB)cos(r(P)2/)-cos(yPV)cos(r(Wa;)] 



-S" 



^(P) r(P) r(P) [cos (r(P) y) cos (r(P) íe) - cos (r(P) y) cos (r(^) a;)] 






a) r^*^) 411 [c'^s (r(") y) cos (r'^) a;) — cos (r(P) y) cos (?•('') cc)] 



+ '5 •>) 



+ 



/p\ r'Wr(') [cos(}'('^ ?/) cos(r'W aj)_cos(r(')^a;) cos(r(P) ?/)] 



'■{ 



(P) 



P( O r( O [cos (^(^) a;) cos (r( O í/) — cos (p( O ?/) cos (r(^) í»)] 
V'/ "> (O '"' L°°^ (*" '''' °°^ ^ 3/) — cos (r( ' ) ?/) cos (r(í') a?)] 

(B) r(P)r(''') [cos(r(P)?/) cos(r(^) cc) — cos(r(0 y) cos(r(Wa?)] 
+ ^T — — -^^ — 

, ^ (cí) ^^^^ ^^^^ [cos (r(^) ?/) cos (r(^) a?) — cos (r( O t/) cos (r(^) a?)] 
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As equações (D) e (D') dão, tratando-as como as precedentes e sommando todas as equa- 
ções correspondentes aos diversos valores dep, 

S'^ P(^) r(P) [cos {pÍP)x) cos {riv) y) - cos ( r^i^) x) cos {jp^lP) y)] 
y// -j^ (a) ^^^^ ^^^^ L^os (r*^^) ?/) cos (r(^^ a?) — cos (r(^) 2/) ^^^ (^^^^ ^)] 

V 

y.// -^ (P) ^'^^' '^^^^ [^^^ O' 3/) ^^^ G ^) — ^^^ (^'^^ y) ^^^ G ^)] 

-I- . l^^ . 

p 

^,, (■() rC) rv^) [cos(r(*) ?/) cos (r^-?') cc) — cos(r(jP) 3/) cos(7^(') íc)J 

Sommando as quatro equações precedentes, resulta 

Z P r [cos {;px) cos (r?/) — cos {;py) cos (ríc)] = O, 

em que o sommatorio se deve estender a todos os pontos a que estão applicadas forças. 

As equações (A), {A")^ (B), (B'^), (C), (C^Q, (D), (D") dão outra equação, que se deduz da 
precedente mudando y em z. As equações (A), (AO^ (^'\ (B'0> (^0, {^"\ (P')^ (D'0 dão 
outra, que se deduz da anterior mudando x em y ^ y em z. 

Temos pois para o equilíbrio do solido invariável, quando os eixos coordenados são oblí- 
quos, as seis equações seguintes: 

Í SP cos {'px) = O, 
SPcos(p?/)==0, 
SPcos(p2)=0, 

ÍE P 7^ [cos (j)x) cos (ry) — cos (py) cos (rx)] = O, 
E P r [cos (px) cos (rz) — cos (pz) cos (i^x)] = O, 
S P r [cos (py) cos (y^z) — cos (pz) cos (7^)] = 0. 

Estas três ultimas equações dão o theorema seguinte: 

Se considerarmos duas rectas qiiaesquer^ que se cortem, e se projectarmos sohre ellas as 
forças que actuam sohre o solido e os raios vectores de seus pontos de applicação^ multiplicando 
a projecção de cada força sohre uma das rectas pela projecção sohre a outra do raio vector 
correspondente^ tomando as projecções da força sohre uma das rectas com signal contrario ao 
da projecção da mesma força sohre a outra^ e sommando todos estes productos^ virá um resul- 
tado egual a zero^ se o solido estiver em equilíbrio. 
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Se o corpo tiver um ponto fixo, é fácil de ver que. as equações do equilibrio se rediizeuT 
ás três ultimas^ que exprimem pois que o solido uao tem movimento de rotação em roda 
d 'esse ponto. 

Um systema em equilibrio fica ainda em equilibrio se unirmos todos os seus pontos de 
modo a transformal-o em um solido invariável: segue- se pois que, para o equilibrio de um; 
systema livre, sao necessárias as equações precedentes, mas que nao sao suflicientes. 

9o Se as forças P forem parallelas, virão as equações 

EP-0, 
K cos [px) — H cos ipy) = O, 
L cos [j^x) — H cos {])£) = O, 
L cos {■jpy) — K cos {pz) =0, 

onde 

H = S P ?• cos (ra?) , K = H P ?♦ cos {ry)^ L = E P ?• cos (rs). 

Estas três ultimas equações determinam dois dos ângulos que devem formar as forças 
com os três eixos para que haja equilibrio relativamente ao movimento de rotação, quando o 
systema é dado. O terceiro angulo determina-se pela formula de Geometria Analyíica (veja-se 
a Memoria do sr. Daniel Augusto da Silva, já citada): 

cos^ (px) -f- cos^ [py) + cos^ {pz) + 2 cos {px) cos {py) cos {xy) -\- 2 cos {py) cos [pz) cos {yz) 

+ 2 cos {px) cos {pz) cos {xz) = 1 . 

Se H, K e L forem nullos, as equações precedentes síio ainda satisfeitas; neste caso porém 
os ângulos formados pelas forças com os eixos ficam arbitrários. 

Logo, se forem nullas as somnnas que se ohtêem multiplicando as forças pelas projecções 
orthogonaes das vectores dos seus pontos de applicação respectivos sohre cada um dos três eixos 
coordenados oblíquos, bem como a somma das forças^ o solido estará em equilíbrio^ qualquer 
que seja a direcção das forças, 

No caso contrario existe sempre unh'i força R, determinada pela equação IIP + E = 0, 
que, sendo applicado a um ponto, determinado pelas equações 

H + Rr'cos(r'cc) = 0, 

K-l-P7-'cos(r'?/)=:0, 

L + R^'^ cos (7^^ z) = O, 

H2 + K2 + L2 + 2 PI K cos {xy) + 2 K L cos {yz) + 2 H L cos {xz) = R^ r^\ 

VOL. II Z 
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onde 7'' representa o seu vector e (7'' x), (r' y) e (r' z) os ângulos que este vector forma com os 
eixos das coordenadas. 

Applicando este principio á gravidade conclue-se: 

A somma dos productos das massas de cada elemento de um corpo pelas projecções or- 
thogonaes dos respectivos raios vectores sobre cada eixo das coordenadas é egual ao producto 
da massa do corpo pela projecção orthogonal, sobre o mesmo eixo, do seu centro de gravidade. 

E neste principio que se funda a determinação do centro de gravidade dos sólidos. 

10. Procuremos agora a condição para que as forças que actuam sobre iim solido tenham 
uma resultante única. 

Para isso devem as forças que actuam sobre o solido estar em equilibrio com a força 
egual e opposta á resultante; logo, representando Xi, Yi, Zi as projecções orthogonaes das 
forças sobre os três eixos oblíquos e R^^, R^, R^ as da resultante, vem 

SXi-R,^0, SYi-R,==0, SZi-R, = 0, 

S (Xi yi — Yi xi) = R^ y'i — Ry í^i, 
S (Zi XI —Xizi) = RzÁ — Rx^i, 
E (Yi Zi — Zi yi) = Ry z'i — R^ 3/i, 

chamando x\^ y\^ z\ as coordenadas orthogonaes do ponto de applicaçao da resultante, refe- 
ridas a eixos oblíquos. 

As três primeiras equações precedentes determinam a intensidade da resultante e a sua 
direcção, as três ultimas dão, como vamos ver, a condição para que a resultante exista e as 
coordenadas do seu ponto de applicaçao. 

Façamos 

lu = ^(Xitji-YiXi) = y',^Xi-Xii:Yt, 
M = S (Zi Xi - Xi zi) = Xi S Zi - Zi S X-i , 
X = ^{YiZ,-Ziyi)=z\i:Yi-y\^Zi. 

Multiplicando a primeira das três equações precedentes por SZj, a segunda por E Yi e 
a terceira por HXi, e sommando, vem 

NSXi+MSYi + LEZi=:0, 

equação que representa a condição para que haja resultante. 

Ficam pois ainda duas equações, que pertencem a uma linha recta cuja direcção coincide 
com a da resultante, a qual pode ser applicada a um ponto qualquer d'esta recta. 
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11. As formulas (4) e (5) podem tomar outra forma. 

Com eflfeito, as formulas (4), em virtude das equações (6) do capitulo I, dão 

X + Y cos (xy) -f- 2 cos (xz) = O, 
X cos {X2j) + Y + Z cos (yz) = O, 
X cos (xz) + Y cos (yz) + Z = O, 
e portanto 

X = 0, Y-0, Z = 0, 

visto que o determinante D, formado pelos coefíicientes de X, Y e Z, ó egual a 

1 — cos^ (xy) — cos"^ (xz) — cos'^ (yz) -f- 2 cos (xy) cos (xz) cos (yz) 

e não pode ser nullo, como vamos mostrar. 
Para D ser egual a zero^ deve ser 



cos (yx) = cos (zx) cos {zy) + i/cos- (zx) cos'^ (zy) — cos'^ (zx) — cos^ (zy) + 1 
= cos (zx) cos (zy) + sen (zx) sen (zy) =- cos [(zx) ^l (zy)]^ 
logo 

± (tjx) = (zx) + (Zij), 

o que não pode ter logar, porque com três ângulos, satisfazendo á condição precedente, não 
se pode formar angulo tiedro, como se sabe pelos Elementos de Geometria, 

Passemos ás formulas (5). A primeira dá, em virtude das formulas (3) e (Gj do capitulo 1, 

E ("X + Y cos (xy) -f- Z cos (xz)j ix cos (xy) + ^ + ^ cos (zyjj 
— (X cos (xy) -\- Y + Z cos (zy)) (x + y cos (xy) + z cos (xz)) --= 0^ 
ou 



E (Ky — Yx) sen^ (xy) -f E [Xz — Zx) (cos (zy) — cos (ít?/) cos xz] 
+ E (Ya; — Zy) U-os {zy) cos (jt^) — cos {xz)j = 0. 

Do mesmo modo se acham as duas equações 



E (Ky — Yx) (cos (?/z) — cos (xz) cos (ít?/) j + E (Xs; — Zx) sen'^ {xz) 
+ E ( Y;^ — Z?j) (cos (.T?/) -— cos (yz) cos (ít^)) = O, 



Hosted by 



Google 



196 



S (X?/ — Yx) (cos (xy) cos (y:ô) — cos {pczU 
+ E (X2; — Zx) Tcos (íT?/) — cos {xz) cos (3/2;)^ + S (Y^ ~ Z?/) sen'^ yz = 0. 



Estás três equações dão 

S(X7/-Ycc) = 0, S(X;2-Z.2í) = 0, E(Y^-Z2/) = 0, 

que sao as equações conhecidas^, a que Poinsot chegou muito simplesmente usando dos theo- 
remas sobre os binários. 

Para tirar a conclusão precedente é necessário ainda demonstrar que não ó identicamenta 
nuilo o determinante sy métrico 

sen^ (xy) cos (zy) — cos (xy) cos (xz) cos (zy) cos (xy) — cos (xz) 1 

cos (yz) -- cos (xz) cos (xy) sen^ (xz) cos (xy) — cos (yz) cos (xz) I, 

1 cos (xy) cos (?,'.2;) — cos (xz) cos (íc^) — cos (xz) cos (?/.^) sen^ (^2;) | 

porque de contrario haveria eixos taes que o systema estaria em equilíbrio sem serem satis- 
feitas as três condições precedentes. 

Com effeito^ representando por Di o determinante precedente, temos 

Dl = 2 í cos [zy) cos (xy) — cos ixz)) ícos (yz) — cos (xz) cos {xyy\ (^cos [xy) — cos (xz) cos (zy)) 
— (^cos (xy) cos (yz}) — cos (^zM sen^ (xz) — (cos (xy) — cos (yz) cos (xz)y sen^ (xy) 

— (cos (yz) — cos (xz) cos (íc?/') j sen^ (yz) 
+ sen^ (íc?/) sen^ (xz) sen^ (?/.^;), 

e portanto, substituindo os cosenos que entram nesta egualdade pelos seus valores em funcção 
dos senos dos mesmos ângulos, 

Dl == (1 — <^os^ (xy) — cos^ (xz) — cos^ (yz) + 2 cos (xy) cos (xz) cos (yz))^ = D-, 



mas já mostrámos que D não pode ser nuilo, logo também o determinante de que tratamos 
o não pôde ser. 

Conclue-se pois que as condições de equilíbrio de um solido invariável são 

lSX-0, SY==0, SZ = 0, 
(6) 

S(X?/-Ycc) = 0, S(Xí^-Zcc) = 0, S(Y^-Z3/) = 0. 
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As três primeiras equações exprimem que o solido nao tem movimento de translação, e 
as três ultimas exprime ai que nao tem movimento de rotaçFio em roda dos eixos das coor- 
denadas. 

Estas ultimas equações dão (em virtude das formulas (A) da Memoria citada do sr. Daeiei 
Augusto da Silva) 

S P r cos (Sx) sen (P r) = Oj 
SPrcos(%)sen(Pr) = 0, 
E P r cos (Ns;) sen (P r) = O, 

chamando (ISia?), (N?/), (Npj) os ângulos formados pela normal ao plano da força o do raio 
vector do ponto de applicação com os eixos coordenados. E fácil de ver que Prsen(P'i') é a 
área do parallelogrammo cujos dois lados são P e r, e podemos pois enunciar as três ultimas 
condições de equilíbrio do solido invariável da maneira seguinte: 

Para o equilíbrio de um solido invariável livre é necessário que as sommas das projecções 
sobre cada plano coordenado das áreas dos parallelogrammos formados pelas forcas e pelos 
raios vectores dos seus pontos de applicaçcio sejam separadamente nidlas. 

Em virtude da formula (E^) da mesma Memoria^ vem, chamando A, B, C os ângulos dos 
planos coordenados, 

E P^2 ,.2 sen2 (p ,.) _ V (^^ Y - 7/ X)2 sen^ (xy) + S (7/ Z - ;2 Y)^ sen^ {yz) + S (.^ X - íc Zf sen^ (x£) 

— 2 E (?/ Z — zY) (2; X — xTj) sen {yz) sen (xz) cos C 

— 2 S (^' Y — 3/ X) (.'s X — cc Z) sen (xy) sen (xz) cos B 

— 2 E (o? Y — y^) (yZ — zY) sen (xy) sen (yz) cos A j 

formula que mostra que a funcção de x^ ?/, z^ cc', y, z'^ etc.^ X, Y, Z, X^, Y^, Z', etc.^ qu6 
constitue o segundo membro, conserva o mesmo valor ainda que variem os eixos das coor- 
denadas, e que dá uma relação entre a somma das áreas dos parahelogrammos formados por 
cada força e pelo raio vector tirado para o seu ponto de applicação e as projecções d'estas 
áreas sobre os planos coordenados, as quaes são (Memoria citada) 

(xY —y X) sen (xy)j (y Z — z Y) sen (ijz)^ (z'X — xZ) sen (zx). 

VÂ. O principio enunciado no n.° 9, sendo applicado á gravidade, traduz-se pelas for- 
mulas: 

E m r cos (rx) = M R cos (Rx), 
E ?n ?• cos (r?/) = M R cos (R?/), 
E m r cos (?'2;) = M R cos (Rs), 

sendo m sl massa de cada elemento do corpo e M a massa total do mesmo. 
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Estas foi^mulas dao, em virtude das foriiiiilas (3) do capitulo I, 



^m{x + yQ,o^ {xy) + z cos {iKzy] = M ("íci + yi cos (xy) + ^i cos {xz)^ , 
S m (y + X cos (a??/) + ^ cos (^z-s)") = M (vi + í^i cos (.t?/) + zi cos (?/2;)j, 
S m (z -\-x cos (ccíí;) + y cos (?/2;)j = M (zi + íci cos (íts;) + ?/i cos (^2;) 



sendo íí?i, yij z\ as coordenadas do centro de gravidade do corpo. 

D^aqui conclue-sCj visto que o determinante formado pelos coefficientes de Yiinx — Mxi^ 
T^my — M.yi, Y^mz — Mzi comcide com o determinante D, considerado no n.° 11, e não pode 
ser nu!lo, como já mostrámos, 

S mx = Míz?i , S my = M?/ 1 , S mz = Mzi , 

efjuaçoes que determinam as. coordenadas do centro de gravidade de um corpo relativamente 
a três eixos coordenados obliquos. 

Ê fácil de ver que estas formulas applicam-se também á determinação do centro de gra- 
vidade de um systema iivre. 

ISc As equações do equilibrio de um solido invariável podem ainda deduzir-se seguindo 
outro caminho, que vamos expor. 

A condição da solidez de um corpo realiza-se conservando todos os pontos a mesma dis- 
tancia entre si, e portanto conservando a mesma distancia entre si uma serie de pontos que 
formem um fio, qualquer que seja a direcção doeste fio. 

Sejam Xi^ yi, zi as coordenadas de um ponto do corpo, referidas a eixos obliquos, mas 
obtidas por projecções ortliogonaes do ponto sobre os mesmos eixos; serão xi-^-ãxi^ ^i + ^^Z/^? 
Z}-\-ãzij Xi-\~2ãxi-\-cPxi^ yi-^-^dyi-^-cPyi^ zi-\-2dz[-\-d'^Z[^ etc. as coordenadas dos pontos 
seguintes de um fio considerado no corpo. Sejam ainda (x,^ y^ z) as coordenadas obliquas ordiná- 
rias do primeiro ponto, e portanto (x^dx^ y~\~^y'í ^--^dz)^ (x-r-2 dx-\-d^Xj y-{-2 dy-\-d'^ y^ 
z~\-2dz-\~d'^ z)^ etc. as dos seguintes. 

Escrevendo a equação (4) do n.® 2 debaixo da fornia seguinte: 

^p = cos {;px) ^ {x!' — x') + cos (j9?/) h {y" — y') -\- cos {pz) ^ [z'' — z')^ 

representando agora por ^x' ^ oy', hz^ 'Òx'^^ 'by'\ 'bz^^ as componentes dos deslocamentos vir- 
tuaes dos pontos {x\ y', d) e {x^\ y" ^ z^') e por ^p a variação da distancia entre estes pontos^ 
em virtude dos referidos deslocamentos, e pondo nella 

j} = ãsy x" = x-{- dXf y'^ = y~\- dyj z'' = z-^-dz^ x^ = x^ y' z=.y^ z' = Zj 

dxi . . dyi dzi 

cos (jyx) = -^, cos (py) = -j^, cos {pz) = -^, 
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temos 

(A) ds § ds = dxi ^ dx + dy{ ^ dy~\- dzi ^ dz. 

Pondo depois 

_p =z c/s 4- cr^ s, x" ==X'\-2 dx-{- d'^ x^ y" ==y-\'2dy + d^^y^ z" ^z~{-2 dz + d- z^ 
x' = íc + dx^ y^ = y'^ dy^ z^ = z-\- dz^ 
, . dx[ + d"^ XI . , d?/i + d'^ l/l , , dz>\ + d^ Zi 

<^««(p»=o="^i^,i^, ^°^(^^^^)=",i^.TcFr' «°^(^^)=-^j+-á^' 

e, attendendo á relação seguinte, que resulta de differenciar (A), 

d^^ s^ ds'\- ds h d^^ s = d^ x\ d dx + doci hd^x-^- ã^ 3/1 ^ dy ^ dyi ^ d^ y~{- d^ Z[ 'hdz~r dzi h d^ z^ 

vem 

cr- s ?j 6P s = d^xi^d^-x + d^-yih d^- y + d^ z^ld^z. 

Do mesmo mudo se acham as egualdades 

d'^ S l cP ^ ^ çP ^^ Icí^r^J^ ^3 y^ l^PyJ^ cV Zi l fZ^ Z^ 

d'- s ^ d'' s = d^' Xi l d^' x + d'^ y^ hdUj + d^ zy l d^ z, 



As formulas antecedentes seguem uma lei muito simples, cuja generalidade ó fácil mostrar. 
Encontram-se na Mecânica Ancdytica de Lagrange, porém demonstradas somente para o caso 
de os eixos coordenados serem orthogonaes. 

Suppondo X a variável independente, e portanto dx constante e cZ^í:c = ^^0? = . . .=^0, vêem 
pois, para condições da solidez, as equações 

dxi ^dxAr dyi ^ dy + dzi h dz = 0^ 
cPyicP^y-\-d^ZicPlz = 0, 
d^yidHy + cPzidnz = 0. 

As outras não sao distinctas d'estas, o que me dispenso de estar a provar aqui, porque vem 
dem.onstrado na Mecânica Analytica. Estas equações integram-se como as correspondentes ã& 
Mecânica Analytica e os seus integraes sao 

lx=^ll —yil^ + ZilM, 
(7) \ly^lm-\-Xil']^~Zil'L, 
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Substituindo estas variações na formula (5) cio capitulo I e egualando a zero os coeffi- 
eientes das indeterminadas 3m, on, ol, SM, 8N, oL, vêem as equações 

SX|=0, EYi = 0, SZi = 0, 
E (Xi zi — Zi xi) = O, 
S(Yi*,i-Xi?/i) = 0, 

que sao as equações (4) e (õ), a que já havíamos chegado de outro modo. 

Temos pois mostrado que, determinando os pontos no espaço por projecções orthogonaes 
sobre eixos obb'quos, chega-se a equações, para exprimir o. equiUbrio do sohdo invariável ^ 
que têem a mesma forma que no caso de os eixos serem orthogonaes. 

Já dissemos que estas equações têem logar para um systema qualquer livre. Notaremos 
ainda que, se tivermos um systema qualquer livre, e houver forças interiores^ actuando sobre 
o systema, taes que a uma força solhcitando um ponto A para B corresponda outra egual e 
opposta sollicitando B para A, estas forças nao entrarão nas equações (4) e (5), nem por-^ 
tanto em (6). 

Com eífeito, a somma dos momentos virtuaes de duas forças P, eguaes e oppostas, será 
(capitulo I) 

P [cos {]jx) [clx. — ãx') -f cos {py) (dy — dy') -f- cos {]p?S) (dz — dz')\ = P cZp, 

expressão que é nulla em virtude da invariabilidade da distancia p dos pontos (íc, ?/, z) e 
(x[^ y\ z')] e portanto a força interior P não entra em (3), nem portanto em (4), (õ) e (6). 
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CAPITULO III 

Sol>2?e os prirLcipios geraes cia Oynanaica 

14. Movimento ãe um systema qualquer dé contos. 

Passemos agora á determinação das equações do movimento de um systema qualquer de 
pontos ligados de qualquer modo. 

Sejam P, Q, E, ... as forças que actuam sobre o systema. Suppondo-o referido a três 

eixos coordenados obliquos, -7-, -~ e -7- representarão, como no caso dos eixos orthogonaes, 

cl lKj d u d z 
as componentes das velocidades de um ponto qualquer (a?, y^ z) e -r^? "JY' ^ TT" ^^ com- 
ponentes da sua acceleração. 

Chamando m a massa de um qualquer dos pontos do systema, as forças que produzem o 



seu movimento serão égua es a m 



d^ X d^y 



d^z 



df- 



dt^ ' "^ dt^ 



Estas forças devem ser equivalentes ás forças P/ Q, R, . ..; logo (n.^ 4) temos, repre- 
sentando agora por Síc, 83/, ^z e 8p as quantidades que no n.^ 4 se representaram por dx, dy^ 
dz e d]p^ isto é, as componentes segundo os eixos das coordenadas do deslocamento virtual 
do ponto {x^ y^ z) Q> a> variação da distancia d'este ponto ao centro da força P, 



d" X 
'dt 



— (^0? + 8?/. cos (xy) + ã^.cos (xz)j 



(1) 



ã^; 



S P ã_p = S?)i I + ^f (^y + §x . cos (yx) + Sz. cos (yzj^ 



--7-|- í§z +SÍC.COS {xz)-\-'hy.aos (yzj), 



ou [capitulo I, formula (3í] 



(2) 



S P 8p = S m 



d^,rco8(rx)^ , d^ , r co^ (ry) ^ , d^,rco^(rz) 



dt^ 



df^ 



dt^ 



chamando r o raio vector do ponto (o?, 3/, z), 

VOL. IT 



AA 
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O primeiro membro das equações precedentes pode escrever-se do modo seguinte: 

X f^x + ^y cos (xj/) + 'bz cos (xz)j 

(3) S P §p = E ( + Y (^hj + bx cos iyx) + bz cos (ijzj^ 

+ Z fbz + ^jc cos (a;';2) + by cos (3/2)), 
ou ainda 

(4) S P ^^ = E P [cos (px) bx + cos {]py)^y + cos {pz) Iz]. 

Chamando í^i, ^/i? ^1 (como até aqui temos feito) as coordenadas do ponto (x^ ?/, z)^ obtidas 
por projecções orthogonaes sobre eixos oblíquos, e Xi, Yj, Zi as projecções da força P, obti- 
das do mesmo modo, vem a equação do movimento de um systema qualquer: 



(5) E 



Xi Ix + Yi ^3/ + Zi §2 






sommatorio E deve extender-se a todos os pontos do systema e a todas as forças. 

A formula (5) tem a mesma forma que se os eixos coordenados fossem orthogonaes, e é 
muito mais simples do que a que resulta de egualar os segundos membros de (1) e (3). 

Da formula (1), combinada com (3) ou (4), deduzem-se as equações do movimento de um 
systema qualquer, procedendo do mesmo modo que nas questões de equilibrio, isto é, ehmi- 
nando por meio das equações que exprimem as ligações as variações que se poderem eliminar, 
e egualando a zero os coefficientes das restantes. As coordenadas que se devem usar nestas 
equações são as cartesianas obliquas. 

Podem também deduzir-se as equações do movimento de um systema da formula (5), elir 
minando do mesmo modo por meio das equações de condição as variações que se poderem 
eliminar. Neste caso, se as coordenadas que entram nas equações de condição forem x\^ 3/1, Ziy 
etc, isto é, as rectas que se obtêem projectando o ponto orthogonalmente sobre os três eixos, 
devem exprimir-se, depois de as variar, bxi^ ^?/i, ^s^i, etc. em funcção de ^í^, ^z/, bz^ etc, 
usando das formulas que vêem no íim do n.^ 5. Se as equações estiverem expressas em coor- 
denadas cartesianas, devem variar-se primeiramente, e depois substituir-se cc, ?/, z, etc. pelos 
seus valores expressos em íci, 3/1, ^1, etc, dados pelas mesmas formulas. 

15. Como as equações de equilibrio de um solido invariável são condições necessárias 
para o equilibrio de um systema qualquer livre, como já vimos, e a equação fundamental do 
movimento tem a mesma forma que a equação fundamental do equilibrio, as equações do mo- 
vimento de um solido invariável têem também logar no movimento de qualquer systema 
livre. Vamos pois procurar estas equações. 

Temos para isso de eliminar em (1) ou (5) as variações das variáveis que se poderem 
eliminar por meio das equações que exprimem a invariabilidade das distancias entre os pontos 
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do systema dois a dois. Tinhamos pois de proceder como no capitulo 11, n.^ 8; mas é escusado 
repetir o calculo, pois a comparação das formulas funda mentaes do equilibrio e do movimento 



cPxi . d^y 



m 



mostra que basta n'aquellas suppor que as forças são P, Q, R, ... — m , „. , 

d Zi d Q(* 

— m-^-^— , etc, quando queremos empregar a formula (5), ou P, Q, R, ... — m ^ ,. 

d 11 d z 

— ""72' ~~^ — tT"' ®^^*' q^^^d^ queremos empregar a formula (1). 

Vêem no primeiro caso as equações 



s(x.-„.i5i)=o. 



d"^ l/i 



(6) /S(Y,-m^)=0, 



e no segundo 



S(Z.— S^)==0; 



i:(x-.4^)=o, 



(7) {S(Y-m-5f')=0, 



que têem a mesma forma que as anteriores, mas que correspondem a diverso systema de 
coordenadas. 

Além das formulas (6) vêem, quando se emprega a formula (5), as equações 

L (Xi Zi — Zi í^i) = Sm (^-^p- ^1 ^^ í^ij , 

e, quando se emprega a formula (1), 

/ 



S (X 2 — Z íc) = S m 
(9) / S(Yíc-X?/) = Sm 





z — 




X 




X — 




y 


' ã^z 


y — 


df- 


z 


. dí2 
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Vamos ver quaes as propriedades que se deduzem das formulas (6), (7), (8) e (9). 

16. Algumas consequências das equações precedentes. 

1/ Kepresentemos por k{^ Zi, mi as coordenadas do centro de gravidade de um systema 
livre, referidas aos eixos obliquos primitivos, mas obtidas projectando este ponto orthogonal- 
mente sobre os eixos, por ai, Pi, fi as coordenadas de um ponto qualquer do solido, referidas 
a eixos passando pelo centro de gravidade parallelamente aos primitivos. Teremos, pela pro- 
priedade do centro de gravidade de que falíamos no n.^ 12, 



d'onde se deduz 



mas 



logo 



S m ai = O, S m pi = 0, ^ m. 'k{ = O, 



d^^ai d^^^i c^^Yi 



Xi = ai + ki^ ^i=Pi + Zi? 2;i=Yi+mi; 



^ d^ Xi ^ d^ (ai + ki) d"^ ki „ 



ijm 



Sm " = — — — - Sm. 



dí^ df- df'^ 

Do mesmo modo se obtêem as equações 

.-, cPi/i d^^li ^, ^ d'^Zi d'^mi^ 

As formulas (6) dão pois as seguintes, que determinam o movimento do centro de gravi- 
dade do systema: 

(10) {ZY,-M^-0, 

em que M representa a massa total do syàtema Sm. 

Estas equações mostram que o centro de gravidade tem o mesmo movimento que teria, se 
toda a massa do solido estivesse nelle concentrada, e todas as forças ahi fossem transportadas, 
sem mudar de direcção, como se pode ver applicando a formula (5) ao ponto {k\^ Zi, m\). 
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As' equações (7) dão do mesmo modo 

SZ-M^=0, 

que levam ás mesmas conclusões. 

2.^ Se o systema fosse sollicitado por forças taes que não tivesse movimento de rotação^ 
sè sé tornasse rigido pela introducção de novas ligações, seriam nullos os primeiros membros 
das equações (8), e estas equações, integrando-as, dariam as seguintes: 

/ dx{ dzi\ -. 



1^ l dyi dxi 

(11) {Z[a>,-^-y,-^ 



m = 



I dzi dy.\\ ^ 



que são de primeira ordem, e onde A, B e C são constantes arbitrarias. 
As equações (9) dão no mesmo caso 



VI Cí3u tf/Z \ . 

w z — X — í— m = A, 

^ dt dt ' ' 

(12) {V^[.^-y^).n^B, 

dz dif 

—r Z — P 

dt dt 



S 1 y — 7— — z — 't— ) ^^ = C. 



No caso de o systema :ter nm ponto fixo, as equações (11) e (12) ainda teriam logar, 
tomando este ponto para origem das coordenadas; no caso porém de ter um eixo fixo, toman- 
do-o para eixo dos 2, só teriam logar as segundas das equações (11) e (12). Isto no caso de 
as forças que soUicitam o systema serem taes que, se se tornasse rigido, ficasse em equilibrio. 

17. Quando os pontos do systema são sollicitados uns para os outros por forças interio- 
res e estas acções reciprocas são eguaes e oppostas, estas forças não entram nas equações 
(6), (7), (8) e (9), segundo o que se demonstrou rio fim do n.^ 13. Aqui vou mostrar que. 
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para estas forças não entrarem nestas formulas, não é necessário que as acções reciprocas 
sejam eguaes, e dar assim uma extensão nova aos principies precedentes. 

No que vae seguir supporemos os eixos das coordenadas obliquos, as coordenadas dos 
pontos obtidas por projecções orthogonaes sobre estes eixos, e estes pontos sollicitados uns 
para os outros por forças interiores, actuando segundo uma funcção qualquer das suas distan- 
cias respectivas, de modo que seja, para dois pontos de coordenadas (x^^ ?/i, Zi) e (ící, ?/i, 4)? 

F = C/(r), 

sendo C uma quantidade que pode variar com o ponto attrahente mas que é independente do 
ponto attrahido. 

Serão as projecções sobre os eixos coordenados da força F com que o ponto (ící, yí, z'i) 
sollicita (íci, 2/1, Zi) 

Xi = G(i)/(r) cos (rx), Yi = C(^)/(r) cos (rij), Zi = C(i)/(r) cos (rz). 

Mas [capitulo I, formula (4)] 

ãr ãr dr 

-^==co.irx), -^ = cos(ry), ^ = cos(..). 

Logo, chamando cp(?') uma funcção cuja derivada em. ordem ar seja /(r), e fazendo 
U=C(*)(p(r), resulta 

d\] ^ dJJ dJJ 

dx ^ dy "^ dz ' 

Posto isto, as equações do movimento de um ponto qualquer (íci, y\^ Z{) são, como é fácil 
de ver, 

d^Xi „ (i U d^ y\ ^d^} d^ Zi d\] 

dt^ dx ' dt'^ dy ' dt'^ . dz 

extendendo o sommatorio a todos os pontos que actuam sobre (a?i, ?/íi,^j). 
Estas equações podem escrever-se 

á2^i_í^V(0) d^yi c^V(O) d:^Zi aV(0) 



sendo 



dt^ d.x ' dí^ dy ' dt^ dz 

V(0) = SWcf(7g, 
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onde C^"^ é o coefficiente de attracção do ponto (x['\ y^l'\ zf^) e r„ a sua distancia ao ponto 
(^1? 3/1 j ^1)? 6 onde se deve dar a w os valores 1, 2, 3, . . . 

Equações análogas têem logar para os outros pontos, isto é: 



d^x\ clYi^^ d^y'i dVi^) d^z^ dVd^ 



dt"^ dx ' dtr dy ' dt^ dz ' 

<^_dj^ d^yi _dy^ d^_dY^ 
~W ~ dx" ' ~~dW~ dy" ' dfi ~ dz" ' 



onde 



V(i) _ V Q(n).^ (^;)^ vr^) ^ i: o(") cp (r;;), etc, 



r'rt representando a distancia do ponto {x^"\ y\'\ z^^'^) ao ponto (íc,, y\^ %), rj^' a distancia do 
ponto {x^^\ y["\ ^i"0 ^^ ponto (ít?i, 3/'j, z^)^ etc, e ?i devendo ter os valores O, 2, 3, » . . em V, 
os valores O, 1, 3, 4. ... em V", etc. 

Sommando separadamente os três grupos de equações assim formados, depois de as mul- 
tiplicar por C(0), Cí*), C(2), 0(3), . . ., resulta 

^r.l^<^^^?^ ^r.^ . ^^ V(^^ 

S C " — = S C") 

dt'^ dxi^^l' 

y C " ^^^ = S C(^^) 

í^^^p-í») c^V(^) 

y:C(«) — :^^SC(") -, 

onde o sommatorio se deve extender a todos os pontos. 

O segundo membro da primeira doestas egualdades pôde de ser escripto do modo seguinte: 



C(0) 



[c"./o-,)|^+c("V-(..)^ 



+ c(*) [c(0)/(r;) 4l-+ C'^'/ (j-^ ^ +• • • 



+ c«[co)/(,-;),^+cw/"(r:o^ 



+•• 



+• 



temos porém 



?'. — J'n, ?'.) — í'oi í"-) — ''« 



•25 • • • > 



Hosted by 



Google 



208 



di\ dv] 

dx dx ' 


d7\ dr.2 

dx dx" ' 


d7\ 

dx 


dr', 

dx" 


logo seu valor é egual a zero. 








Temos pois 












= 0. 





dxÁ"^ 
Do mesmo modo se mostra que 



Temos pois 



d Vf") d V('^) 



r72 ^(«) /72 7/") J^ 2;^"^ 



Supponhamos agora applicadas aos diversos pontos do systema {x^, 3/1, ^j), (íc?i, j/',, ^J), etc. 
forças parallelas e proporcionaes a C^^^, C(^), C(^^, etc. Estas forças terão uma resultante 
applicada a um ponto, que chamaremos centro do systema. Tomando este ponto para origem 
das coordenadas, chamando (oci, p,, y^), (a,, pi, yJ), etc. as coordenadas dos diversos pontos 
do systema, referidas a esta origem e a eixos parallelos aos primitivos, e (Xj, [x^, v^) as do 
centro do systema, referidas aos eixos primitivos, virá 

S C^"> aí") = 0, S C^") |BÍ"> = 0, E C^"> tÍ"^ = O, 

extendendo o sommatorio a todos os pontos do systema. 
Estas equações dão 

y n(n) ^ ^' _ A V n(n) ^ P' ■ _ o V r{«) ^ '' _ o- 

-^^ dt^~~^^-^-^ d.t^~~^' -^^ d^~^' 



mas 



logo 






T^""'=». 
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e do mesmo modo 



Temos pois 



.^scw = o, ^scw=o. 



dr' \\ ^ d^ fXi , d^ V 



a 






m ' dt^ ' dí 



Os integraes doestas equações mostram que o centro do systema tem um movimento recti- 
lineo e uniforme. 

Se, além das forças de attracção reciproca, houvessem forças exteriores que actuassem 
sobre o systema, viria 

Cví CvC Lvb 

onde nao entram as forças de attracção, e vê se pois que o centro do systema p(kle íer um 
movimento independente das forças de attracção reciproca dos pontos, ainda que estas forças 
não sejam duas a duas eguaes. 

Passemos ás equações relativas ao movimento de rotação do systema. 

Ás equações precedentemente achadas dão 



E C(«) .<«> i^5- -.?■' 4,^ = S C<«) (%- .í 









\ ' dt^ '' dfi 1 \ d?/<"> c?£e<"' •^ /' 

K-,V., > / , > í^^2Í'" , > í^^ yí'-'\ .. o, > /c^ VC" , , d V("> , A 

^ ^ \^' di? ^' dt^ ^ - - L.u ^ ^^^ y, ^^^^^^ ., ^, 

extendendo o sommatorio a todos os pontos do systema. 
Mas por ser 

0^(") rp{m) ^,(.n) nÁm) ç,{n) (m) 

cos(,-)a.) = ^,;^, eos(.r^) = ^<^, cos (r« .) = A_^^_ÍL_, 



^=cos(7t)í^), -^^cosO^)^), ^ = cosK)^) 

VOL. n BB 
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df' ■^' dfi ) 



V r!(n) ^.(») .y' ,,(») ::!_: ■ _ n 



/ J2„(j0 rP ■,,<•''> \ 



Integrando estas equações, resulta 

sendo A, B e C constantes aibitrarias. 

18. Quando o deslocamento virtual de um systema coincidir com o deslocamento real, o 
que só pode ter logar, como é sabido, quando as equações de condição contiverem o tempo 
explicitamente, ^x^ ^3/, Iz^ etc. coincidirão com as difFerenciaes dx^ dy^ dz^ etc, e a formula 
(1) reduzir-se-ha a 

^ ^ -, ^ d'^ X dx -\- d^ y dti -{- d"^ z dz 
^ dX^ 

y (d^ xdy-\-d^y dx) cos {xy) + (âr' x dz ~\- d- z dx) cos {xz) + id^ y dz-\- d^ z dy) cos (yz) 



ou 



^ ^. -, ^ d \dx'^ 4- dip" + &^1 , ^, d \dx dii cos ixii) 4- dx dz cos ixz) + dii dz cos {vz)\ 
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Mas, sendo -y-, -^, -j~ as componentes da velocidade do ponto (íc, y, z)^ a equação pre- 
cedente pode escrever-se 

— S (ími;^ = E P c/p, 
equação que encerra o principio das forças vivas e que integrada dá, suppondo 

sendo h constante arbitraria. 
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NI SUR LES NOiRES BE BERiOUELI 



(American Journal of Mathematíes, t. VIL Baltimore 1885) 
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NOTE SDR LES KOMBRES DE BERNCULLI 

Dans un intéressaat mémoire intitule. Some Notes on the Numhers of Bernoulli and Euler^ 
publié dans le volume v du American Journal of Mathematics ^ Mr. Gr. S. Ely obtient, au 
moyen des séries qui résultent du développement de tangji?, de aotx^ de sec^cc, etc, quel- 
ques relations entre les nombres de Bernoulli et entre les nombres d'Euler. Le but de la 
presente note est de signaler encore quelques résultats relatifs aux mêmes nombres qu'on 
peut trouver au moyen du développement de secít?, de (l+6^)~*, de ^e.o,^ x^ etc. 

1. Considérons premièrement la fonction 

La dérivée d'ordre n de cette fonction est donnée par la formule (^) 

^ a!p!...X!(2!)P(3!/.. .(n!)^' 

oíi et, p, . . . , X représentent les solutions entières positives de Téquation: 

a + 2p + 3Y+...-f?iX = n; 
et ou 

Si Ton fait maintenant íc = 0, on trouve 

n) ^ 2 (— 1)^ , 

^ ^ ^ 2^+l.alp!...X!(2!)P(3!)^..(7^!)^^ 



(1) Voyez Obras sobre Mathematica^ t. i, p. 213. 
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D'un autre côtó, nous avons 



et par conséquent 






(1) B,,_,^^^.s(-iy+n. 



2'"-!' ^ ^ '2^"+^aip!...X!(2!jP(3!)'^..(27z-l!/' 



étant 



Nous avons clone une formule pour le calcul des nombres de Bernoulli. Cette formule fait 
encore voir que le dénominateur des nombres de Bernoulli ne peut contenir d'autres facteurs 
premiers que 2 et ceux de 2^^ — 1, et que le facteur 2 ne peut pas y etre eleve à une puis sance 
super ieure à n. 

En effet, on voit au moyen de la théorie des dérivées d'ordre quelconque que la fonction 
nnmérique 

(2) (^^-1)^ 



a!p!...l!(2!)P(3!y^.. (271-11)^ 

donne un nombre entier toutes les fois que a, p, . . ., X représentent une solution quelconque 
de Féquation (^) 

a + 2p + 3T + ... + (2«-l)X = 2n-l. 

On peut encore envisager sous un autre point de vue, que nous ne ferons qu'indiquer ici, 
la formule (1). EUe ótablit une rélation entre les nombres de Bernoulli et les nombres (2), 
dont Tétude est importante, parce que ils entrent dans Texpression analytique des dérivées 
d'ordre quelconque qu'on vient d'appliquer pour déduire la formule (1). 

2. U est évident que chaque formule qui donne une expression de la dérlvée d'ordre n 
d'une fonction, donne une expression correspondante des nombres de Bernoulli. Nous allons 



(1) En eífet, cette fonction numérique coincide avec le coefficient du terme génóral de la formule qui 
donne y^'^»-^)^ quand y =f(u), u= cp (cc), démontrée dans le t. i, p. 213, de ces Ohras sobre Maihematica^ et 
Tanalyse employée pour déduire cette formule fait voir que ce coefficient est un nombre entier. 
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tlonc employer à cette fin la formule (') 



í/W = n!'E ~/W(m), 



n l 



(^,iyn) „ !_ (,,í-l)(n) . ,, _|_ '-^^^- (í//'-2)(«) At\.,\ 



0^^ y~f{^^)j ^^=='f H- 

Étant 

3/ -= (1 + e^)-* = it-^ , ?/ = 1 + 6^^", 
nous avons 






ou 



A,- == -i V (- ly^ . Í^L_lI-_:^ Jí±^ [(1 + e-y-^Y^) . (1 + e-)K 

II faut donc chercher la dórivée cVorclre n de (1 + e^y~'', ce qu'on peut faire au moyen 
de Ia formule de Leibnitz, qui domie 

OU S represente Ia somme correspondante à toutes les solutions entières, positives ou nulIeSj 
de Tóquation 

le nombre des quantités cí, p, 7, . . ., X étant i~k, et ou 

jpo = 1 + e'% pi ==jp% =i>3 = . . . = e^. 
En posant a? = 0^ on trouve 



(1) C. Hermite : Cours cVAnalyse de VEcole Folytechniquef p. 59, 

VOL. II CC 
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ou 

et 



D^un autre côtó, nous avons 






II vient donc 



r2nV '^'^^n-l A; 



ou 



i~ -»-; ' — 

A=0 






et 

a+P + T+... + >^ ==27.-1, 

avec la condition de remplacer le facteur 

i(i -l)..,(i~k + Vj 
kl 

par Tunité, quand k = 0, 

3. Des expressions analogues à (1) et (3) représentent les coefficients du dóveloppement 
de (1 + e'^)~P en série. Les resultais qu'oii obtient en exprimant ces coefficients au moyen des 
nombres de Bernoulli sont bien moins simples. 

n 

En représentant par — — ^^~TT ^^^ coefficients du développement de (l-{-e^)~Py nous avons 

premièrement la formule 

^ ^ 2í-^i'a!p!...X!(2!)P...(2»i-l!)^ 
ou a, p, . . ., X représentent les Solutions entières, positives ou nuUes, de Téquation 

a + 2,3 + 3t + . . . + (2n -- 1) X == 2?i- 1, 
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et ou 

analogue à la formule (1); et ensuite la formule 



C2„-i = (2n-l)! S (-1)'. 



rS ,,i p(p+l)...(p + i-l)A i 



i=i 



2'+Kil 



laquelle est analogue à la formule (3). 

4. Consiclérons maintenant les nombres d'Euler. On peut calculer ces nombrea au 
inoyen d'une formule analogue à la foraiule (1). En eífet, Texpression analytique de la dé- 
rivée d'ordre n áe y== (cos x)-^ par rapport à x est 

nlílcos''' ix + -^] cos!^ \x + 2^] . . .cos'^ ix + n-^ 
2/^"=-(- y- a ! 8 ! . . . X ! (2 !)^ (3 !)^ . ,{n !)^ cos^+^ x 

Nous avons donc 

{2n) ! i ! cos^- -J cos? 2 -|- . . . cos'^ 2 n y 
^ ^ a!p!...l.!(2!)P(3!)L..(27i!)^ 

oíi a, [3, . . . , X représentent toutes les solutions entières, positives ou nulles, de Téquation 

a + 2p + 3Y + 4H-5£ + 6co + ...+ 27iX = 27i 



et oú 



ou 



(4) E^H-S(-lj^'-r3+m+ 



(2n)! 



p!^!(o!...(2!)P(4!)^(6!f ...' 
oú P, ^5 O), ... représentent les solutions entières, positives ou nulles, de Téquation 

[i + 2â + 3oj + ... = í2, 



et ou 



i==[:J + ^ + o) + . 
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On peut aussi calculei* les nombres d'Euler au moyen d^une formule analogue à (3). 
En eflfet, en posant 

3/= (C0SÍ^)~*5 

nous avons 

E2„ = (2n)! S (-1)'A,- 

k=o^ kl a ! p ! . . . A ! 

oíi 

a, p, . V. ne devant recevoir que les valeurs paires. 

5. Considérons maintenant la function dont M. Ely s'a occupé principalement, à savoir 

pour la dóvelopper en série. Nous avons 

n !_p(p + l). . .(^-|-i--l)cos'^ ix-\-~] cos? ííc + 2-^j . . . cos'^ ix-^n~ 
^(») = E(-l)^— ^...i.-. ,\. ^ -^ — , 



a! p ! . . A! (2 !)P (3 !)'^ . .{n ly^cosf+í; 

'(2n) ! 



et par conséquent, en représentant par C2,i le coefficient de - dans le développement 



considere, 

(2n)\p{p + l)(p + 2)...(p + i—l)cos''--^coB^2^~...coa^2n~ 
Oân = - (~ 1}^ . - a!p!...X!(2!)P(3!)T...(27z!)>; ~~~~ ' ' 

oíi 

c( + 2l3 + 3y + . . . + 2?2"A. = 27^, i - a + p +. . . + X; 
ou 

^' " l3!B!o3!...(2!)P(4!)^(6!f ... ' 

ou, comme précódemrnent 

p + 25 + 3oj + .,.-n, i=.p + H-to+... 
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Cette formule va nous conduire à un resultai important. 

En y posant^=y4-l et remarquant que, comme nous avons déjà dit, 

(2n) ! 



est un nombre entier et que 

j9 (>+ l)...(p + i-l)==(y + !)(/ + 2)... (/ + i)-multiple de p' + l 2...?, 

nous avons 

G%i = mui tiple de p' -\- Esn, 
ou le théorème: 
(5) Csh = E2n (mod = p — 1 ) . 

De cette congruence il resulte que le théorème de Lucas, à savoir 

]) — 1 

Eân ^ (- 1)"^ E2n+p_l (mod = J?), 

OU p est un nombre premier, a aussi lieu pour les coefficients C^n) c'est-íVdire que 

C^2n et C2,,4-;j_i étant les coefficients du développement de (cosíc)-í^^+^). 

De la formule (5) et de la formule (11) de la mémoire de M. Ely on tire la congruence: 

_ I , [Si Esrt + Sí_i E2n-f-2 +• . . + Si E2n+;;— 3 + Egn-fp-lJ = E^nj 

OU Si represente la somme des combinaisons des nombres P, 3^, . . ., (i?-"2)^, pris n à w, 
et ou í= ^^-^^ — * 
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LI SEI fl[ LIGRING[ [I SÍS ÂP, 



(Mémoires de TAcadémie Royale de Belgique. Classe des Sciences. Bruxelles, 1904) 
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SUR U SÉRIE DE LAGRANGE ET SES APPLICATIONS. 



!• Soient données les équations 

y^i + x cpi (ij) + X- (fi (?/) +0 . . + x^' (Oj, (?/). 

La fonction u^ qu^elles définissent^ peut être développée en série dont les termes sont des 
fonctions entières, déterminéesj do x^ au moyen de la formule de Lagrange^ quand sont sa- 
tisfaites quelques conditions bien connues; et de ce développement on peut déduire un autre, 
ordonné suivant les puissances entières et positives de Xj que nous avons indique dans deux 
travaux publiés dans le Journal de Mathématiques jpures et apjpliqiiées (3.® série, t. vil; et 
4,^ série, t. v) (^). 

Les formules dont on vient de faire mention sont applicables au développement des fon- 
ctions algébriques, comme Ta fait voir M. David dans un mémoire important, publié dans le 
Journal de VÉcole polytechnique de Paris (cahier LVll, 1887), ou il a fait voir qu'elles don- 
nent le développement de la fonction f{y) de la racine y de l'équation algébrique F (x^ y) = O, 
que prend la valeur ^i, quand cc = cci, en série convergente dans le voisinage de cci, quand 
sont satisfaites quelques conditions qu'il determina. Mais M. David n'y a pas considere que 
le cas ou ?/i est une racine simple de Téqaation F (x[^y) = 0] et les conditions qu'il a trouvé 
sont, en general, d'une application difficiíe, et il faut, dans la plupart des cas, les remplacer 
par autres, moins générales, mais plus simples. 



(1) Voir: Obras sohre Mathematica, t. i, p. 221 e 229. 

VOL» II DD 
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Cest cette question du développement des fonctions algébriques que noiís allons considé- 
rer dans la première partie de ce travail. Nous y considérons non seulement le cas, étudié 
par M. David, oíi 3/1 est une racine simple de F(íi'i, ?/) = 0, mais encore quelques autres 
dans lesquels yi est une racine muUi^le de cette équation, et nous y cherchons des conditions 
pour la convergence des séries considérées, qui^ n^ótant pas nécessairement les plus générales 
e.t ne donnant pas Ia plus grande aire ou. cette convergence ait lieU; soient de facile appli- 
cation. 

La question qu^on vient d'indiquer est celle que nous avons principalement en vue dans 
ce travail. Mais nous profitons de cette occasion pour donner, dans la deuxième partie, qufel- 
ques développements particuliers, qui résultent des formules précédemment rapportées, et, 
dans la troisième partie, quelques représentations des coefficients de ces formules-ci. 
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SxTi:' 1'applicatiorL de la forjxixile <Jp Jj4^^j:*^xi^^ 
aix dLéveloppeixient des fojictioxis algélbriQ[X|.es. 



2. Soient/(^)5 cpi(2;), Ç2 (2), • . ., ^k(^) des fonctions holomorplies dans une aire A, limi- 
tée par un contour K, et soit t Taffixe d^un point de son intérieur. 

En appliquant la série de Lagrange à la fonction Uj définie par les équations 



(1) 



ou 



(2) 



u=f(z), .s = í + a;F(2), 
F (z) = cpi (2) + 03 tp2 (2) + a;^ tps (z) + • • • + «^'~^ ?;t (2), 



on trouve premièrement 






>i=i « ! 



ou 



1 .^x^n+ilF(z)f;^^(z)[í-xF' (Z)] 



et, en ayant égard à rinégalité 






ou M et Ml reprósentent respectivement les plus grandes valeurs que prennent 



',F(z) 



z — t 



{^\\l-<^¥'(z)\, 
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quand z décrit le contour K, et a la longueur de ce contour, on trouve ensuite le dévelop- 
pement 

quand M< 1, et, par conséquent, quand on a pour tout point z de K, 



(4) 



z — t 



<1. 



Le développement qu'on vient d'écrire est uniformement convergent dans une aire B oix 
soient représentées les valeurs de x qui satisfont à cette condition. En eíFet, en représentant 
par P et Q les plus grandes valeurs que prennent M et Mi dans Paire B, ou a Tinégalité 

IP 1^ ^ P"+'Q 
l^"'"^^- 1-P ' 

dont le second membre est indépendant de x et tend vers zero, pour m= oo. 

3. Les termes de la série (3) sont des fonctions entières de íc, et il resulte d'un théo- 
rème bien connu qu'on doit à Weierstrass (^); qu'on en peut tirer une autre ordonnée suivant 
les puissances entières et positives de x^ convergente pour toutes les valeurs de x représen- 
tées par les points de Taire d'un cercle qu'ait le centre dans Torigine des coordonnées et qui 
ne coupe pas le contour de Taire B. 

On trouve de cette manière, comme nous Favons déjà fait voir dans une note publiée 
dans le Journal de Mathématiques purés et applig[uées (4.*^ série, t. v, p. 67) (2), le dévelop- 
pement^suivant: 

ou la somme S' se rapporte à toutes les solutions entières, positives ou nuUes, de Féquation 
et oíi 



i}) Monatshericlite der K» Ahademie der Wissenschafíen zu BerlÍ7i^ 1880. 
(2) Obras sobre Matliematica, t. i, p. 232. 
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II convient de remarquer que dans ce qui precede k peiít être égal à Finfini, si lá série 
qui alors entre dans le second membre de (2) represente une fonction holomorphe de cc et 2 
dans Taire A, pour ce qui concerne z^ et dans Taire Bj pour ce qui concerne x* 

4. Cela pose, nous allons étudier la condition (4). 

Supposons que le contour de Taire A soit une circonférence de rayon égal à R ayant son 
centre dans le point d'afflxe í, et qu'il soit 

2 — jf = p (cos d + i sin 6), íc = r (cos co + í sin o)). 



Si à une valeur particulière donnée à p correspond une autre, n, pour r\ telle que Tiné- 
galité (4) soit satisfaite par toutes les valeurs de d et 03, comprises entre O et 27tj et par 
celles de r inférieures à rj, la formule (5) est applicable à toutes les valeurs de x représentées 
par les points de Taire du cercle de rayon égal à n, ayant le centre dans Torigine des coor- 
données. 

Pour obtenir le plus grand cercle qui satisfait à ces conditions, il faut chercher d'abord 
la plus grande valeur que prend le premier membre de Tinégalité (4), quand 6 varie depuis 
O jusqu'à 2%^ et la valeur correspondante de 2;, que nous représenterons par z\ laquelle dé- 
pend de r, o) et p; il faut chercher ensuite la plus petite valeur, r\ que prend la fonction r, 
définie par Téquation 



X Oi {z') -f ÍC^ Cp2 {z') + . 



z'~-t 



1, 



quand oj varie depuis O jusqu'à 2-^; et il faut chercher eníin Ia plus grande valeur, vj, que 
prend r' quand o varie depuis O jusqu'á R. Alors */| est le rayon da cercle demande. 

On voit par ce qui precede que la détermination de */] au moyen de (4) n'est pas, en ge- 
neral, facile, à cause de la complexité des conditions auxquelles doivent satisfairer les quatre 
variables qui y entrent. On peut même trouver dans la résolution de .ce problème des diffiçul- 
tés insurmontables, et il faut alors se contenter de Ia connaissance d^m cercle de convergence, 
pour la série (5), de rayon plus petit que ce nombre-lá, ce qui est d^ailleurs suffisant en beau- 
coup de questions; et, pour le déterminer, on peut employer Tinégalité 



(6) 



z—t 



_|_,,2 



1(2) 



+....<!, 



qui resulte de (4) et de la suivante: 



X çpi {z)-\- x^ (p2 (z) -{- 



z — t 



< 



X(fi (z) 

~ Z — T 



t^ cp2 {z) 



+ . 
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L'inégalité (6) est bien plus simple que (4), parce qu^elle ne contient pas (o; mais elle 
est encore, en general, diííicile d'appliquer, et il faut donc la remplacer, en beaucoup de 
cas, par quelque autre plus simple. Nous donnerons bientôt, pour le cas des fonctions algé- 
briques, qui sont celles dont le développement nous avons ici principalement en vue, une 
condition, qui resulte de la precedente et qui est facile d'appliquer. 

5. Dans le cas important ou les équations (1) se róduisent aux suivantes: 

les conditions (4) et (6) mènent au mêrae résultat. 

En eíFet, alors la condition (4) se réduit à la suivante: 







x^i{z) + x'^(f^ (z) 
z — t 


<1. 






Mais, en posant 






' = pi (cos a + i sin a), 
z — t 






= P2 (cos b+i sin 6), 

Z — 






cc = r (cos CO + *' sin 0)), 






on trouve 






^/n. /".A _1_ ^2 ,n.. /.A 










Z — t 


= ^^ V^p? + p2 ^'^ + 2 r Pi p2 cos (a - 


-b- 


-(0) 



Donc la plus grande valeur que prend le premier membre de cette identité, pour chaque 
valeur de z^ correspond à o> = ô — a, et est, par conséquent, égale à 



r(pi + p2r), 



ou 



r ya {z} 
z — t 



, I ^^?i(^) I. 
+ 1-^3^' 



et en resulte que la plus grande valeur qu^il prend, quand z décrit le contour de A, est égale 
à la plus grande valeur que alors prend cette dernière expression. 

On voit donc que, dans le cas particulier que nous venons de considérer, on peut employer 
la condition (6) pour déterminer la valeur de vj. 
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6. Nous allons maintenant appliquer la doctrine antérieiire aux fonctions algcbriques. 
Soit y une fonction algébrique de x définie par réquation 



(7) 



/l(^;3/) = 0; 



et (íTi, y\) iin système de valeurs qui lui satisfasse; et supposons qu'on veuille développer la 
branche y de cette fonction qui prend la valeur yi, quand on donne à a? la valeur íci, o\i fiy), 
en série convergente dans un certain cercle ayant le centre dans le point d^aíRxe X[, Suppo- 
sons encore, premièrement; que 3/1 soit une racine simple de Téquation /i (íci,^/) = 0. 

Cela pose, si Ton remplace dans Tóquation (7) x par x — Xi et y par 3/ — 3/1, on la réduit 
à la forme 



A,3/ + A,2/^ + . * .. + A..3/- + . . .- X {k^^^ + M^y + A^^Hf + . . .) 

-í^ (AJM-Af) 3/ + Af / + ...) 



^0, 



ou, par hypothèse, Ai est diíferent de zero; ou 

y = X (pi {y) + a?^ o.i (y) + x? cp3 (y) + . 



ou 



Af + Af>3/ + Afy^ + ... 
^^^^^~A, +A, ^ + A3 / + ...' 



L^équation qu'on vient d^obtenir a la forme considérée dans le n.** 2, et on peut, par con- 
séquent, développer y ou f{y) aii moyen de la série de Lagrange, ou au moyen de la for- 
mule (5), si Ton veut trouver un développement ordonné suivant les puissances de x. 

Pour étudier la convergence de la série qui alors resulte de (5), remarquons que Tinéga- 
lité (6) donne dans ce cas 



| r(A^') + Ai'>y + ...) | 
1 2/(A. + A,2/ + ...) r 

et que cette inégalité est satisfaite quatid 



r^(Ai^' + Apy+...)! 



2/(A. + A,2/+...) I 



+...<!, 



ri|A<"| + |Ai'.>||y|+-- • + >•[! Af| + |Af>||y [+.■ ■]+•• •( 
\y\\\k,\-\k,\\y\-\k,\\yf -...[, 



<1, 
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et 

I A,|>lA2||^| + jA3||2/P + ... 

Si Ton determine deux nombres 7\ et p tels que ces deux inégalités soient satisfaites 
lorsque 7' = ri et |^| = p, les inêraes inégalités sont satisfaites qiiand r<?'i, et les formules 
(3) et (5) sont valables pour toutes les valeurs de x représentées par les points de Taire du 
eercle de rayon égai à 7'|, ayant le centre dans 1'origine des coordonnóes. 

Pour trouver le eercle plus grand que ces inégalités peuvent donner, il faut chercher ia 
valeur de p qui rend maximum la valeur de r donnée par Téquation 



r||Af | + |Ar>|p + ... + r[|Af | + |Af |p+...]+. 



et satisfait à Ia condition 



p I I Al I — I A2 1 p — 



|A,|>|A2|p + |A3|p' + ..e 



h 



La valeur de r correspondante est le rayon du eercle demande, 

L'inégalité qui precede ne donne pas, en general, le plus grand eercle dans le quel Ia 
série (5) est convergente; mais elle est de facile application et peut donc être utile en beau- 
coup d^occasions. 

?. Nous avons supposé dans ce qui precede que A*\^ est diíFérent de zero. Supposons 
maintenant qu^on a 

Ai^^U, A2 = 0, .0., A^_| = U, 

et que A^ est different de zero. 
II vient dans ce cas 



ou 



y ^ x-^ [^i (y) + x ^^(2/) + x^^(^) + ...]*-, 



^^ ^y) = A^^> + Af> 7/ + A<'> 2/+... 

^m \ A^^i y -f- A^^2 ^ 4~ • ' * 



f.(3/)= 



' K + A„4.i y + A„,4.2 / + . 
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L 
ou, en pusant íc^" = ve^^ 

■ ' i_ 

■ y =='^>nV [cl^i (y) + V^ cl;, (y) 4- í;-'" cj;, (y) + . . . ] - , 

oíi Ton represente par e^ uue quelconque des racines de Téquation C— 1. 
On peut appliquer à cette équation la formule (3), en y posant 

t = 0, F Cv, v) = £,„ [cj;, (y) + v- ^, (y) + v'- ^, (3/)+. . . ]-, 

et Ton obtient un développement convergent applicable à toutes les valeurs de v représentées 
par les points d'une aire B, quand on a, pour toutes o.es valeurs de v et pour toutes les va- 
leurs de y représentées par les points d'uné aire A, 

\ \K + K^.y + K.^.f + '-A>^ 

et, pour toutes les valeurs de y représentées par les points du contour de A, 



\y\ 



<i. 



Dans ce cas F (?/, v) est, en eífet, une fonctioií holomorphe de y dans Taire A, a? étant 
Taffixe d^un point quelconque de Taire B, et Tinégalité (4) est satisfaite. 

La détermination d' une; aire ou soient représentées. toutes les valeurs de v qui satisfont 
aux conditions precedentes n'est pas, en general, facile; mais de ces inégalitéSj on peut en 
déduire de plus simples, qui déterminent une partie de cette aire. 

En éífet, ía dernière; inégalité peut être remplácée par la siiivante: 

I ^ T I í^i iy) + ^'" h iy)+"A . -, 



\yr 

qui ést satisfaite par les valeurs de y et t?, qui satisfont à la suivante: 



A^'> I ± I Ai" IJy I + . .. ■ + 1 v'r [I Ar I + I Af> 1 1 1; I +■ . ■] } 



Mais on a 



Í'Mn + A„^:, <ij + :. . :. j > I 'A,,, i ^ :| A„,^, |: \y\-... 

VOL. 11 EE 
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Donc, pour que Tmégalité considérée ait lieu, il suffit qu'on ait 

(8) !AL|>|A,„+,||7/| + iA„+.i|2/P + ..., 

,m |-t> ri |A^'>| + | AS" ||y|+...^|H'"[|Ar| + |Af)||.y|+. ■•]+•••} ^ ' 

'^ ■ |2/|-j|A„|-|A„+,||z/|-|A,„^.,||r/r-...! 

Considérons maintenant les inégalités (7). Pour qu'elles aient lieu, il suffit qu'on ait 

I AS" y + A.^'> f 4- ... + ^- [A^^' + Ai°> y + •••] + ••• I ^ . 
^ ^ iAi"| <' 

e 

]A,„|>!A,„+,||3/| + |A„,^,i|3/P + .,., 

et, par conséquent, elles sont satisfaites par les valeurs de y et v qui satisfont à cette der- 
nière inégalité et à la suivante: 

nn IAS'>||y| + !Ay'||yp + ...+ |^r[|Ari + |Ar'||.v|+...]+...i, ^ 

I ^0 I 

Si Fon determine donc deux nombres */] et p tels que les inégalités (8), (9), (11) soint sa- 
tisfaites quand \v\='q et | 3/ 1 = p, les inégalités (8) et (11) sont aussi satisfaites quand \v\<'q 
et |y I < p, et rinégalité (9) quand \v\<'q, 

On peut donc développer /(?/) au moyen de la formule 



(.2) /(,)./,„)+_Ê-[íi^WMt 



quand v est Taffixe d'un point quelconque de Taire du cercle de rayon égál à '/], ayaiit le 
centre dans Torigine des coordonnées. 

S. On peut déduire du développement qu^on vient de trouver un autre ordonné suivant 
les puissances entières et positives de v. En effet, puisque Tinégalité (10) est satisfaite, la 
fonction F(yjv) peut être développée en série ordonnée suivant les puissances entières et, 
positives de 

Ar\v + Á.y>3/^ + ... + t;-rAf + AP>3/ + ...]+... 

et cette série est uniformément convergente dans le cercle de rayon égal à V), ayant le centre 
dans Torigine des coordonnées, quand y represente un point du cercle de rayon égal à p^ 
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ayant le centre dans le même point. On en conclut, au moyen d'un théorème de Weierstrass 
precódemment rapporté, que FÇy^v) peut être développée en série ordonnée suivant les puis- 
sances entières et positives de v, convergente dans le cercle de rayon tj considere. On trouve 
ainsi un développement de la forme suivante 

y^e^v [cpo (ij) + cp,, (y) v^ + cp,, (y) v''^ + ,.,], 

auquel on peut appliquer la formule (5), qui donne 



(13) /(,)=/(0)+£s;>"E'-^_.[ 






l 



oíi la somme S' se rapporte à toutes les solutions entières, positives ou nuUes, de Téquation 



t + (?n+l)p + (2m+l)Y + .. .=^' 



et ou 



6 = c( + l3 + T + -- 



On peut encore écrire les formules qu^on vient de trouver de la manière suivante: 



W=l li' • 



dt"-^ 



1- 



et 



f(2/)=/(0)+ 2 zlx'"^ 



n—i 



a: 



1 f^ ! Y ! . . 






on 



et 



Fi(:t) = ^i{t)+x^^2(t) + x^z{t) + , 



X"' = r"" cos — (O + ^ sm — cu 
m m 



Chacune de ces formules donne pour /(y) m valeurs diíFérentes, qui correspondent aux 
m valeurs de e^, et elles sont valables pour toutes les valeurs de íc représentées par les points 
de Taire d^un cercle de rayon égal à yj^, ayant le centre dans Torigine des coordonnées. 
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9. S.oierit 



Vh y^^ y^ 



) • • • 7 ijm 



yn. 



les m valeiírs de y qui correspondent aux m valeurs de s^i, 
La formule (12) donne 



^n 









ou 



Fi (/, ^;) = [cl;i (/) •+ y"^ c|;2 (O + . . . ]"^ . 



MaÍB on a 



quand le nombre n n^est pas divisible par m, et 



3í + s;; + £;;+...+s:, = --, 



quand 7i = m.i, i représentant un nombre entier. 
Donc 



f(m)+f(m)+- • •+/(^™) = -/(0)+ s .^^3yT- 



■g,„i-l j y; (^^ [-^^ (^^^ ^ ^„ cti2 (í) + • • ■ ]' 



ou, par conséquent, 



/(5/0+/W + ...'+/W = «í/(0)+ S ^ 



i=,lÍ(?J2«— 1) 



-1)!'L 






Cette formule s^accorde avec une donnée par M. Rouché dáns Timportant mémoire sur la 
série de Lagrange qu^il a publió dans le Journal de VEcoh Polytechnique de Paris (cahier 
XXXIX, p. 223). 

IO. On peut déduire facilement de la formule qu'on vient d^obtenir un développement 
ordonné suivant les puissances entières et positives de íc. 

En eíFet, en développant la puissance i du polynôme qui j entre, on peut écrire son terme 
general de la manière suivante: 



i{mi— 1l) ! 



<^--^^\i\f{i:)\^di^\^^\ 



ãe^^-^ ' 



a!p!y!. 



p^2T+.. 



■•■■■tt- 
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ou la somme S se rapporte à toutes les solutions entières et positives de réquation 



a + [i + f+... 



ou 



0-1)! j- ^'»'-t ^ f'(t)[^ut)r[h(f')f - 

{mi—l) ! i_áP'-' " a! p ! -f ! . • • 



„«+2B+37- 



■1 



Doncon a la formule demandée 



f(yi)+f(y^)+...+f(y.^)==mm^ 



d^-^-^\f(t)[^i{t)f[^,(t)]K 



ocipiTl. 



dP^''-^ 



ou la somme S' se rapporte à toutes les solutions entières et positives de Téquation 



et ou 



ot + 2p + 3Y + ... -{-nX^n, 



^=::C( + ■13 + Y-}-... + X. 



11. L'analyse employée dans le n.° 7 n^est pas applicable quand ÀJ^^ — 0.;Mais on peut 
la généi'alisér et Tétendre au cas ou Téquation proposée a la forme suivante: 



+ x'"-' (Af+^> + A.f +^> ^ + A?+^> / + . . . ) 



==0, 



Ao'^ étant une quantité différente de zero 
Dans ce cas, on a 



ou 



y = x-^[^i{y) + x^^2{y) + x^^{y)+...Y^ 



cj^i {y) == 



Af + Af> y + Af> f + 



h (y) = 



A. +A,^,3/ + A,„^2/ + 



A^ + A^+i y + A^^2 / + 



Hosted by 



Google 



238 



OU; en posant x^^ =^m'^^ 

y = el v^^ [f 1 (3/)-+ ^- 4^2 (3/) + . . . f\ 

On peut donc appliquer la formule de Lagrange, en y posant 

í = O, F (y, v) = ej; ^^-1 [^i (y) + v^' ^2 (y) + ^"^'^ cj^s (^) + . . . ]^ 



quand on a, pour toutes les valeurs de v représentées par les points d'une aire B et pour 
toutes les valeurs de y représentées par ceux d'une aire B 

et; pour toutes les valeurs de z représentées par un pointdu contour de B, 



I ^ P'~'^ I ^j (y) + ^''' h iy) + . . . 1'"'^" 
\y\ ^ 



<i. 



De ces inégalités, on peut déduire, comme dans le cas considere dans le n.^ 7,, des autres 
plus simples, et du développement de/(^), que donne la formule de Lagrange, on peut dé- 
duire un autre ordonné suivant les puissances de v. 



Hosted by 



Google 



II. 



Sixr í^ixelcixies doveloppements par^tieixliers 
qLXxi x*ésixltexLt cies forinixles (3) et (S). 



12. Nous allons maintenant déduire des formules (3) et (5) quelques développement^ 
particuliers. 

Considérons premièrement la fonction u definie par les équations 

ou I íc I < 1 et I çp (2) I < 1 . 

En appliquant la formule (õ)j 011 trouve 

oii la somme E' se rapporte à toutes les solutions entières et positives de l'équation 

a + 2^ + 3^ + .. . + 711 = 71, 
et uu 

OU 

íi=l 71 ! 5_i 



(14) /(.)=/(0+S_-^£A„ ^^^^_, 



OU Ajj represente la somme de toutes les valeurs que prend Texpression 



a!p!7!...X! 
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quand on remplace a, [3, . . ., X par les racines entières, positives et nulles, des équations 

En employant maintenant Tidentité connue, dont nous donnerons bientôt une démoDstra- 
tration, 

^ (n-l)l (n 



(6-1)! \h 

011 

n\ n (n — 1 ) . . . f?i — 6 + 1) 



. • 1.2...Ò. ' 

on trouve enfin 

(15) f(.) = /Yí)+ £ ^ E — L_ /n\ cP-nf'(t)[<?m>{Hi)f\ 

Nous allons déduire quelques conséquences de cette formule. 
1.» Soit 

<?(.)=!, c|>(.) = .^-l, /(.) = |log-lr^:. 
On trouve alors le développement 






que, en employant la formule deJacobi, 

1 d^~i(fi^i)h~i 



^i-i(t)^= 



^0-1)2^-1' dt^- 



oú Xô_i(í) represente \q ;polynôme de Legendre du degré h — 1, on peut réduire á la forme 
suivante : 



^^ x^ l^ ( n 






Dans le cas particulier ou f=:^Oj on a Xo(0.=-l, Xb-i(t) = 0, quand h est un nombre 
jpaiVj et 

^ M. 3. 5. ..( 5-2) 
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qiiand h est un nombre impair. En posant alors 



õ = 2 m — 1 , — ^ — = mi , 



on trouve 



^^^ n=l ^ I m=2^ ^ V2m— 1/ (m— Ij! 

II est facile de voir que, dans le cas que nous considórpns à prósent, on a 



et, quand ?Ç = O, 



^ x+l-^\/[b + 4t)x^-2{l + 2t)x+l 



_1_ 3í^— l+/5^ "^ — 2cc+l 
J(^)- Y ""^ x+ 1^/0x^-2x^+1' 



Les formules qu'on vient de trouver donnent donc les développements de ces fonetí^is 
en série ordonnée suivant les. puissances de x. 
2.^ Supposons maintenant 

.<f(z)=l^ (\) (z) = 1 — z'^ j f(z) = aYCsenz'.. 

II vient alors la formule 

f(^) =f(t) + ^. — >. ã—uT h ) 7ÍiP=i ' 



,1=1 11 (,=^ (6 — 1) ! \h 



qui, à cause de l'identité connue 



,^.-4 



á6-l(l_<2) 2 ^ . 1.3.. .(26-1) . , 



M-^ 



c cos i-, 



donne 



/(.)=/(0+ I ^ S (- 1)^-1 il^-^rl)(«J sinôarc cosi. 



Quand í = o, il vient 



fM = -- y ^ ^ 1.3.6. ..(25-1) /n 
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Les torinufes precedentes donnent les développemf nts des fonctions 

. l ^oí ^\/T^~J~^t) x^ --2 (1 + 2 t) X + 1 

are sm . , 

zx 



; 1 ^x—Vbx^ — 2x+l 
are sin 7^ 

2x 

eis série ordonnée suivant les puissances de x. 
d^J^ Soit maintenant 

íi vieni alors, en appliquant la formule (3) á la fonction z définie par Téquation 

z=.t-\-x{e'-\-z—f), 
ie áéTeioppement suivant: 

Vã^^-^ie^ + z — tyi 



, ^ X'' Vd^^-^e^ + z — ty 

z = t-\- L — r 

„=1 71 ! 



Mais on a 



ety par conséquent, en dóveloppant le second membre de cette identité suivant les puissanees 
de z — tj 



" / n\ l h^ (z - 



'3! 
Donc 



■et, par conséquent, 






^ „_i íi j=i V ò / (i — 1 j ! 



Mais, d'im autre eôté, Ia formule (14) doiine 
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En coraparant ees deux resultais, on trouve la rélation que nous avons emplojée prê- 
cédemment 

(n—i)l [n 



(ò-lj! \b 
4.^ Soit enfin 

II vieiít alors 



y.W í? 



Cette formule donne ie tléveloppement de la racine de l'équation du deuxième degré 

xz'^-^(x — tx — l)z-\-t = 
qui se réduit à t quand x = 0. 

13. Considérons maintenant la fonction it déíinie par les équations 

z==t+\x^(z) + ^x^[<f(z)f + -^x^^{z)Y + ..A^{z)^t + {e-^i^)-^^^^ 
La formule (õ) donne alors 

n=i a!p!...X!(2!jP(3l)^..(7z!)^ ãt^-^ 

ou S' se rapporte aux solutions entières et positives de róquation 

« + 2^4-37 + .. +7il = n, 
et ou 

i = a + p-|-... + X; 
ou, par conséquent, 
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mi S^ represente Ia somme des valeurs que prend Texpression 



oc ! p ! . . . X ! (2 !)P (3 !/ . . . {n !)^ 
€|uand a, [5, , . .5 X sont remplacées par les racines entières, positives et nulles, des équations 

Mais, eu appliqiiant à la fonction (e^—iy une formule connue qui donne les dérivées des 
fonctions de foBction, 011 trouve 



_ 1 rc?«(e^ — 



ly 



et, par conséquent, 



Sí,= 



bl 



6.._5(6_l)«+(^)(5_2)«-...±(^_^^) 1« 



mi^ em employant ia notation des diíférences finies, 

1 



On a donc 



(16) 



f(z)=f(t^+ s 



íi, = ~^bo\ 



^n ^ Is^hQn dfi-^\f{t)[^{t)]^'[^{tYf 



n=i n l jj=i b ! 



dt^-'^ 



Koos alloBS considérer quelques conséquences de cette formule. 
l.« Soit 



II vient alors 



f{z) = z, ^{z) = z, ^{z)==l. 






Cette formule dorme le dóveloppement en série ordonnée suivant les puissances de x de 
la fonction z^ dóiiiiie par Téquation 



: = t + {e^'-l), 



qoi premd la yaleur t quand x=0. 
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2.^ Solt maintenant 



Ou trouve alors 



/(2)=ll0gÍ-p-', 0{Z) = 1, c!,(.) = .2_l. 






OU, en employant une formule de Jacobi antérieurement écrite. 



'^ ^n n Ah On 

Quand t = Oj cette formule doime, en posant b = 2m — 1, — ^ — =7?Zi, 



\m—i 



1.3...f2m-3) A^O» 



•^ ^ ^ ,,=1 n ! L ' ,H=.2 ^ ^ V 2 772 - 1 y (772 - 1 ) ! h 

Comme les óquations 



donnent 



/(«) = Y'og-Í|4(c--l)-2í-h2l/4;6--lj2--4.(e--j']^-lj, 
et, quand í == O, 

/(0) = ^ log y I 4 (e- - 1) + 2 / II^-^PTI j , 

les formules antérieures donnent les développements de ces fonctions en série ordonnéo sui- 
vant les puissances de x, 
3.^ Soit encore 



f(z) = <iVQ,Ú\\Z^ Cp (2;)=], '^[Z)=l—z'^. 
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Oii trouve alors 



í,- ' 



et, par conséquqnt, en emplojcant une .formule antévieurement écrlte, 

Quand t = Oj on a 

... ^ x^' - 1.3...(2Ò-1) A^O'^ 

. ' n=.i n ! ]j^i h òl 

Ces séries donnent les développements en série ordonnée suivant les puissances de x des 
fonctions 

. 1— i/T(7«^ — 1)2 — 4(e^ — ])í+l 

are sin — 77-/ ^^ , 

2(e^— 1) ' 

1— l/4(e^— "TT^+I 



are sm 



2(e^-l) 



14o On peut supposer que dans les formules (3) et (5) t est une quantité variable, et 
elles donnent alors des développements en série d\ine fonction déterminée de i. On a déjà 
trouvé quelques développements à double entrée oíi entrent les polvnômes de Legendre et les 
polynômes sin&(arc cos?Ç); et nous allons maintenant considérer encore deux autres, *à simple 
entrée, oii íigurent les memes polynômes. 

Appliquons, pour cela, Ia formule de Lagrange aux équations 

l l 2 



II vient 



et, par conséquent, 






/«-/(!)+ E ^2.-'X„_,(l). 
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Mais, d'im autre côté, les équations considérées clonnent 

, l—z . l~t , x — t + \/"4:X^- — 4xt-^ 1 
^ i + z "^ l + t ^ l—t 

Donc 

1 — í ,,_! n 

En appliquant la formule de Lagrange aiix équations 

z^ = arcsm^, z = t-]-x(\>(z)^ (]^ (^z) = 1 — z"^ ^ 
on trouve de la même manière 

. 2x-l-[/4x'--4:xt+\ . ,, V, ,^,, , cc'M.3...(2n-l) . , 
are sin ^r = are smt+ Y. (— ly-^—r ^ sm n are eos ^ 
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Sur* le calcTLxl cies coeíTioients cies foniiixles (3) et (S). 

15. Nous allons maintenant incliquer quelques formules qui se rapportent au calcul des 
coefíicients des séries (3) et (5). 
Soit 

u=f{z), z = t-\-x^{z). 
On trouve, au moyen d'uiie formule connue, 

cV u _ y n \p) (z) {z'f {z")^^, , . (2(^0)>^ 
~d^ ~ " a!p!...X!(2!)P(3!)'^..(7z!y^ ' 

011 la somme S se rapporte à toutes les solutions entières, positives et nulles, de réquation 

a + 2[:i + 3Y + ... + 7zX = n, 
et oíi 

Mais la formule de Lagrange donne, étant appliquée directement à la fonction z^ définie 
par la deuxième des équations antérieures, 

Donc 011 a 
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Cette formule donne le coefficient de x^'^ dans le développement de /(a;). En la comparant 
à Texpression du même coefficient, donnée par la formule de Lagrange, on trouve la formule 






a!B!,..X! ^^^^^ 



.2! dt J "*Ln! dV'-^ . 



qui peu*t être employée dans le calcul des coefficients de celle-lá. 

16. Le résultat qu'on vient d'obtenir peut être encore généralisé, comme on va voirc 
Soient 

Zi =t\-{-x cpi {z{\ z^ = UiA^x 'f2 izi)^ ^3 = hArX cp3 (^3), • • • 

des équations données, dont Ia première determine u et les autres z\^ ^22, ^3, . . • 

On trouvC; en employant une formule que nous avons publiée dans le Giornale di Mate- 
matiche de Battaglini (t. xvili), 



nll^-^^^z^lzl,,. ^"'^ V2Ty '"UTJ ^^'"^ V2IJ '■'\7ilJ >"■ 

1 



a ! B ! . . . X ! a' 1 BM . . . X^í a'M B'M . . . Â^M . . . ' 



ou la somme E se rapporte à toutes les solutions entières, positives ou nulles, de Téquation 

el ou 

a = a+P + . .. + )., b = a' + ^' + .,.+V, ..., 

m = a-\-ò-\- c^ . . . 

Mais, en comparant les développements de Zi^ ^2, 2:3, ... donnés par la formule de La- 
grange, quand on Tapplique aux équations precedentes, avec ceux que donne celle de Ma» 
claurin, on trouve 



V-^i^Q— i'iy-2), V-^ÍQ— j^^ ' •••: V^2 Ji 



di\ 
c^"-í [cp-2 (^2)]" 



C?Í2 



c^f!; 
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Donc 



1 /d» 



n ! V dx^ ) o 



'« / " dt\ dt\ dtl.. . '-^ ^ '^ 



2 ! dh 



p r 1 <í'-'[(pi(í,,)]"" 



X [cp. (Í2)]''- 



.2! dí-> 



X. 



J-i 
Ln! 



c?ír 



1' ■ d [(p-2 (Í2)j"2 IP' ri d''-i ['f2 (ía^]» "i'~' 



In! 



c^/r^ 



Nous avons ainsi une formule qui donne le coefficient de x^ dans le développement de la 
fonction w, définie par les équations antérieurement écrites, en série ordonnée suivant les 
puissances de cette variable. 

On peut aussi calculer, au moyen de cette formule, le coefficient de x'^ dans le développe- 
ment de la fonction /(sJi, ^Sj ^3, • • •) des racines de Téquation 

(z — U) {z — h) ... (2 — t,,) = ^ cp iz), 

qui se rédiíisent à íj, 3^2, ^3, . . ,, quand x = 0, II suffit qu'on Tapplique aux équations 



Z — t\=^X 



Z — t^=^x 



Cp(2) 



(,:-ti){z-h).. 


- = xo[ (a), 


'f(^) 




(Si-k){z-t-i)... 





17e Dans un intéressant article publié dans les Nouvelles Annales des Mathématiques 
(3.^ série, t. ili, 1885), M. Cesàro a represente les coefficients de la' série (5) au moyen d'un 
algorithme qu'il a étudié dans divers travaux et auquel il a donné le nom de algorithme iso- 
harique, Nous allons obtenir le résultat auquel il est arrivé au moyen d 'une analyse diíFérente 
de celle qui a été employée par cet illustre géomètre. 

Remarquons d'abord que M. Cesàro a donné le nom de algorithme isoharique de la fon- 
ction f{z) à la somme des produits qui résultent de 

f{n)f\r,)f{n)...f\r,) 

en y donnant à rj, 7^2, n, ..., r^ toutes les valeurs entières et positives qui satisfont à 
i'équation 

n + ^2 + í-3-+ . • .-f^'5 = '^, 
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7) étant un iiombrc entier donné, et qu'il represente cette somme par la notation 

Cela pose, considérons la série (3): 



cZíí'-! 



et développons la puissance du degré b dii polynôme qui y entre de la manière suivante. 
Multiplions Tun par Tautre deux facteurs égaiix à 



<A) 



X cpi (t) + X- (02 (O + ^^ ?3 (i^) + . . . , 



le résultat par un troisième, etc, sans faire la réduction des termes semblables. On voit 
ainsi, par induction, que le coefficient de x^^ dans le développement de la puissance du degré 
6 de ce polynôme est égal à la somme des produits qui résultent de 

en y donnant aux quantités h^^ \^ . . . , hj^ les valeurs entières et positives qui satisfont à 
Téquation 

On peut dono écrire 

[x c?i (O + x^^ cp^2 {t) + x3 cp, (^) + . . . ]^ ^ S S [cp, (f)J x\ 

n 

Pour démontrer eette formule, qu'on vient d^obtenir par induction, nous la supposerons 
vraie pour la valeur &, et nous allons démontrer qu'alors elle subsiste pour la valeur 

b+i. 

Multiplions, pour cela, ses deux membres par le facteur (A). On trouve 

[x cpi (f) + x"- (p2 (O + «3 !p3 (O + . . . 1'' = I a;» j cpi (t) S [tp,- (í )] + ?-2 {t) S [tp,- {1)] + ...{. 

?i— 1 «—2 

Mais de la définition de Talgoritlime isobarique il resulte Tidentitó 

h h &4-1 
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&+1 
[x cpi (O + ^^ cp2 (O + . . . ]^+^ = s s [cp, (0] 0^^^. 



Au moyen de Tidentité qu'on vient de démontrer, on peut réduire la série considérée à 
la forme: 



6 



/(.)^/(0+s..«,s-^. ^^^,_, 



n 1 d»-^\f'(t)^Í9rm 
b 

Cest le résultat qu'on voulait obtenir. 



n=:l b=i 
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IX 



m LI ÍHÍÍli DE8 CUiUES CIRCOLAIRES Eí DES QUIfiEIQUES BICiUEIIRES 



(Annali di Matemática, série 3.% tomo XI. Milano, 1904) 
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INTRODUGTION, 



On sait que les cubiques circulaires et les quartigues hicirculaires sont anallagmatiqiies, en 
general, par rapport à quatre centres d'inversion et on sait déterminer ces points en les con- 
sidérant comino les centres des quatre cercles qui sont coupés orthogonalement par les cercles 
bitangents dont la cubique ou la quartique considérée est Tenveloppe. Or, dans la première 
partie de ce travail, nous allons les clierclier par une autre méthode, en les déterminant au 
moyen d'une hyperbole équilatère, dont une asymptote coincide avec rasymptote réelle de 
la courbe, dans le cas des cubiques circulaires, et au moyen de deux hyperboles équilatères, 
dans le cas des quartiques bicirculaires. 

Une autre question, dont nous allons nous occuper, est "celle de la construction des quar- 
tiques bicirculaires unicursales. Rappelons d'abord que, si par un point O, placé sur le plan 
de deux courbes données, on mène des droites qui coupent ces courbes, et si sur cliaqu'une 
on prend un segment, égal à la différence des segments de la même droite compris entre le 
point donné et les deux courbes, le lieu des points qu'on obtient de cette manière est ume 
courbe appelée cissoidale des courbes données par rapport au point O. Or, nous démontrons, 
dans la deuxième partie de ce travail, que les quartiques bicirculaires unicursales sont les 
cissdidales de deux circonférences, réelles ou imaginaires, et qu'il existe, en general, quatre 
systèraes de circonférences qui donnent la même quartique. 
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Snr* la cLéterminatioii <ies eentres cVixiversioi^ 
cies eixlbiqLxxes elrcixlaires. 



!• On sait que les cubiques circulaires peuvent être représentées par Téquation suivaute^ 
en prenant un point quelconque de Tasymptote róelle pour Torigine des coordonnées et cette 
droite pour Taxe des ordonnées: 

En changeant ensuite Torigine des coordonnées pour le point de cette asymptote dont 



Tordonnée, rapportée à i'origine primitive, est égale à ^^i? on peut encore rédaire cette 
équation à ]a forme 

(1) (x'- + y^-)x = Ax^- + Bx + Ey + F. 

On sait aussi que la condition nécessaire et suffisante pour que la courbe inverse d'une 
cubique circulaire soit une autre cubique circulaire est que le centre d'inversion coincide avec 
un point de la cubique donnée, qui ne soit pas double. 

Cela pose, nous allons chercher les conditions auxquelle^ doivent satisfaire les coordonnées 
du centre d'inversion pour que la transformée de la cubique considérée coincide avec la 
courbe primitive. 

Soient (a, p) les cordonnées du centre d'inversion, et supposons que ce point coincide 
avec un point 'de la cubique donnée, et qu'on ait, par conséquent, 

En changeant Torigine des coordonnées pour ce point, en posant pour cela 

^ = íri + a, y = yi + ?T 
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on réduit réquation de Ia cubique à la foraie 

(2) {xi-rtf} Xi = (A - 3 a) as-^- a^/r - 2 p Xi yi + (2 A « + D - 3 «^ - p-') ícj + (E — 2 a pj tji. 
En posant mainteiiant dans cette équation 



^^ ^ ^/i I ./2 ? ^1 



011 obtient celle de la cubiqiie inverse: 

(3) (ctl ^- ?/i) (P íTâ + Q yí") == (3 a - A) A;2 íc^: + 2 p /c^ ccs ?/2 + a A:^ 3/^ + ^^ í^2, 

oíi 

P = 2Aa + D-~3a2-p2^ Q = E-2ap. 

En divisant cette équation par P et en égalant ensuite les coefficients des diverses puis- 
sances de x^ et 3/2 aux coefficients des niêmes puissances de Xi et ?/i dans Téquation (2), on 
trouve les conditions pour que les courbes représentées par les équations (2) et (3) coincident, 
On trouve de cette manière sept conditions, mais en sont seulement distinctes les suiy antes: 

P = _A':2, Q-:E-2ap=:0. 

La deuxième équation et Téquation (1^) déterminent les coordonnées (a, p) des points cher- 
cliés, et ensuite la première determine les valeurs correspondantes de k'^, 

On conclut donc que chaque centre cTinvevsion^ par rajjport auquel la cubique est anuUa^ 
gmatíque^ coincide avec un point d'intersection de cette culique avec Vhyperhole ãont Véqiiation^ 
rapportée aux mêmes axes que V équation (1)^ est la suivante: 

(4) 2í«í/=E; 

et que le rayon da cercle d^inversion correspondant est donnê par la formule 

/,2==3a2 + p2_2Aoí-D. 

Inversement^ la cidjique est anedia gmatique par rapport à tous les points dHntersectíon avec 
Vhyperhole^ à Vexception de ceux dont les coordonnées annulent Ic^, 

On conclut aussi de ce qui precede que les asymptoíes de Thyperbole considórée coínci- 
dent avec Tasjraptote réelle de la cubique et avec la perpendiculaire à cette droite, menée 
par Torigine des coordonnées auxquelles Téquation (1) est rapportée. 

VOL. JI HH 



Hosted by 



Google 



2Õ8 
Eu posant 

et en remarquant qu'on a 

ou volt encore que, les tangentes à la même cubique aux centres cVinversion consideres sont 
parallèles á son asymptote. Cette proposition importante est bien connue. (Basset: An elemen- 
tar?/ treatrise on ciibic and quartíc curves. Cambridge, 1901, p. 157). 

On voit, au moyen des mêmes équations, que, si la cubique est unicnrsale^ Thyperbole 
passe par son point double, mais que ce point ne peut pas être un des centres d^inversion 
par rapport auquel la courbe soit anallagmatique. Le point double doit, en effet, satisfaire 
aux équations 

On voit eníin, au moyen des équations (1) et (4^, que les centres d'inversion consideres 
sont placés sur une parahole de Wallis, représentée par Téquation 

Ezj = 2(x^ — Ax^-~-'Dx-F). 

2. En écrivant Téquation (1) sous la forme 



'E±V & — 4:x(x^ — Ax^-Dx-F) 

y- ^r- ■ — , 



on voit immódiatement que lliyperhole jprécédemment considêrée coujpe par le milieu toutes les 
cardes de la cubique^ parallèles à son asymptoíe réelle. 

II resulte de cette proposition que les tangentes á la cubique aux centres d'inversion, par 
rapport auxquels elle est anallagmatique, sont parallèles à Tasymptote réelle et que Thjper- 
bole passe par le point double de la courbe, quand elle est unicursale. Ces deux propriétés 
de la cubique ont déjà été démontrées précédemment d'une autre nianière. 

II resulte encore de la même proposition que, si la cubique a un point de rebroussement^ 
lliyjperbole considêrée lui est tangente en ce point^ et que ce cas est le seul dans lequel cette hy- 
jperbole est tangente à la cubique (1)^ à dístance finie, 

3. L'équation qui determine les abscisses des centres d'inversion consideres est la sui- 
vante : 

.4(cc^-Aíc3-Dí«2-Fíi?)-.E2 = 0, 
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et il resulte de ce qai precede que ses raclnes sont toutes ãistincfeSj quand la courbe n'est 
pas unicursale, puisque alors la cubique et Tliyperbole iie peuvent pas être tangentes à dis- 
tance íinie. 

Si la cubique a iin .noeud^ . eWe est coupée par riiyperbole à ce point, en deux points dis- 
tincts du précédent et à Tinfini. Alors deux des racines de Téquation precedente sont égales 
et correspondent au point double de la courbe, et deux sont distinctes; et la courbe est anal- 
lagraatique par rapport à deux centres d'inversion. 

Si la cubique a un 2^oint de rebroussement^ elle est coupée par Thyperbole à ce point, à 
vm autre point placé á distance íinie, et à i'infíni. Alors il n^existe ç\w\in centre d'inversion 
par rapport auquel la courbe soit analíagniatique. 

Les propositions precedentes doivent ctre modifiées quand E = 0. Alors riiyperbole se 
réduit aux droites íc = O et y = 0^ et le nombre des points par rapport auxquels la cubique 
est anallagraatique est égal à 3, quand la courbe n'est j)as unicursale, à 1 quand elle a un 
noeud^ à zero quand elle a un point de rebroussement. 

Les coordonnées de ces points sont donnóes par les equations 



c3_Aít2-Dí^-F = 0; ?/ = 0. 
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Sixr* la déterminatioxi dLes centi^es criíxversion 

cies c^ixar^tiq^iuLes l3icix^ciilaire@. 



4» Considérons maintenant les quartiques bicirciilaires et supposons qu'on ait rédiíit 
d^abord lenr équation, par les moyens connus, à la forme suivante: 

(5) (íc2 + 3/2)2 = AccH-B?/2 + Díc + E?/ + F; 

et, en représentant par (a, p) les coordonnées d'un point quelconque, cherchions les condi- 
íions pour qu'une quelconque de ces courbes soit anal kgm a ti que par rapport à ce point. 

En changeant, pour cela, 1 'origine des coordonnées pour ce point, donnons à Téquation 
de la courbe la forme 

+ [2Acc-4a(a2 + p^) + D]^i + [2Bp-4p(a^ + p2) + E]3/i-/(a,p), 

ou 

f {x,y) =^ {x^ -\- l/f — k x^ — Bi/ — T> x — Y.y — ¥ . 

Pour obtenir Téquation de la courbe inverse de la precedente, posons maintenant 

li!^ x^ k'^ y^ 

On trouve Téquation 

/(«, P) (*| + 2/1)2 _ /,2 [(2 A a - 4 («^ + n « + D) «^-2 + (2 B p - 4 («2 + p2) p + E) 2/2] (ícl + 3/1) 
= yt^ (A - 6 «2 „ 2 p2) a;l + 7c* (B - 6 152 - 2 a^)?/! - 8 /c* ap £C2 2/2 — 4 A;6 aa>2 _ 5 A;6 pz/a - F. 
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Les conditions pour que la courbe représentée par oette équation coincide avec 1'anté- 
rieure sont les suivantes: 



Â;n2 A a — 4 (a2 4- 132) a + D] = - 4 «/(«, P), 
Ã;2[2Bp-4(a2 + p2)P+E]=-4p/(a,p), 



4a(a2 + p2) — 2Aa — D = 



/(«,P)' 



4p(a2+p2j_2Bp-E=-^ ' 



etj comme les deiix dernières équations ne sont pas distinctes des antérieures, elles se rédui- 
sent aux suivantes: 

(6) ]2Aa-á{a^ + P)a + 'D = -4:k^a, 

(2Bp-4(oí2 + p2)p + E = -4Fp. 

Nous avons ainsi trois équations, qui déterminent les coordonnées (a, p) des points par 
rapport auxquels la quartique considérée est anallagmatiqae et le rayon k'^ du cercle d'in- 
version. 

En éliminant ^^ entre les deux dernières équations, on trouve la suivante: 

(7) 2(A-B)ap + Dp-Ea=^0, 

laquelle fait voir que les centres cVinversion consideres sont situes sur une hyperhole dont 
V équation^ rapportée au même systeme de coordonnées que (5)^ est 

(8) 2(A-B)x7/ + Dy-Ex:=0. 

Cette hyperbole passe par Torigine des coordonnées et ses asymptotes sont les parallèles 
aux axes des coordonnées menées par le point 

D E 



2(A-B)' 2(A-B) 

En multipliant les deux dernières équations (6), membre à membre, et en ayant ógard à 
la première, on obtient Téquation 

j -4(Dp + E«)(a2.+'p2) + 2AEí^ + 2.BDf+.E.D==^.^^^^^ 
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qui donne, en ayant égard à (7), 
4DE 



(10) 



A-B 



rT^2 r)2 -| 



Donc les centres ã'inversion par rapport auxquels la quarlique (5) est anallagmatique, coin- 
ciãent avec les points ã' inter section de Vhyperhole représentée par Véquation 



ATíV. r F2 r)2 

(11) ±^|(^^-/^) + 4[i^l^^ 



3?/ + 2AEíc + 2BD?/ + ED-:0 



avec Vhyperhole rejprésentée i^ar Vêqiiation (8). 

Les asymjjfotes de chacune de ces hyperboles sont perjjendíciãaires Vune à Vautre, 

5. Toas les points crintersection des hyperboles precedentes sont des centres d'inversion 
par rapport auxquels la quartique est anallagmatique, à Texception de ceux qui coincident 
avec des' points de Ia quartique considérée, puisque les coordonnées de ces derniers points 
annulent A:^. 

Soit ai, pi) un point d'intersection des hyperboles qui satisfasse à cette condition. 

On a alors 



<12) 



2 A ai — 4 (gí?+ |5f) «i +D = O, 
2B|5|-4(ar+|5M5, + E = 0. 



Mais 



-/; («1 , PO = 2 A «1 - 4 («1 + p-f) «1 + D, 
-fy («1, Pi) = 2 B p., - 4 (ar + p|) pi,+ E. 

Doiic («!, Pi) est alors mw point douhle de la quartique, et cette courbe est, dans ce cas, 
unicurscde. 

Inversement, si la quartique est unicursale et (ai, Pi) sont les coordonnées du point double 
qu^elle possède á distance finie, ai et Pi satisfont aux équations (12); et, par conséquent, à 
I'équation qui en resulte: 



(13) 



2 (A — B) ai pi + D pi — E ai = 0. 



Donc le point considere est situe sur Fhyperbole représentée par Téquation (8). 

En multipliant les dernières équations (12) merabre à membre et en ayant égard à la pre- 
mière et à (13), on voit que ai et Pi satisfont aussi à Téquation (11). 
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Nous avons donc le théorème suivant: 

Si la quartique consiãérée est imicursalej les liypei^holts (8) et (11) passent par le point 
douhle quelle a à distaiice Jinie. En tous les, autres cas les points df inter section des deux hipér- 
boles sont différents de ceux de la quartiqite. 

6. L'analyse qui precede doit être modifiée quand D = oa E = 0, c'est-à-dire quaiid 
la quartique est sjmétrique par rapport à Vun des axes des coordonnées. 

En supposant D^O, la deuxième des équations (6) se décompose dans les deux sui- 
vantes: 

A la première équatíon correspondent trois valeurs de [B, données par Téquation 

8Ep3 + 4(B2 + 4F)p2 + 4BEp + E2 = 0, 

et, par conséquent, trois centres d'inversion par rapport auxquels la quartique est anallagma- 
tique, si elle n'est pas unicursale. Un de ces points est réel et les autres peuvent étre réels 
ou imaginaires, et ils sont tous placés sur Taxe de la courbe. Si la courbe est unicursale, le 
nombre des centres d'inversion consideres se réduit à deux. 

La deuxième équation n'est pas compatible avec les autres équations du système (6) que 
dans le cas oii Ton a 

(A2 + 4F)(A-B) + E2^0. 

MaiS; dans ce cas, en éliminant F entre cette équation et celle de Ia quartique considérée, 
on la réduit à la forme 

[2 (í^2 + /-) - A] i/lB"=^± [2 (A -B) 2/- E] == 0. 

La quartique considérée se réduit donc alors à deux circonférences, qui se coupent en 
deux points de la droite représentée par Téquation 

2(A-B)2/ = E, 

et ce système de circonférences est, par conséquent, anallagmatique par rapport à tous les 
points de cette droite. Ge résultat s'accorde avec celui que donne immédiatement la Géomé- 
trie élémentaire. 

On considere de la même manière le cas oíi E = 0. 

Si on a A = B, Féquation (7) se réduit à la suivante: 

Dp — Ea = 0, 
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et réquation (9) à la suivante: 

4[A2 + 4(Da + Ep) + 4F]ap-4(Dp + Eaj(a2+p2) + 2A(Ec( + Dp) + ED = 0. 
En éliminant p entre ces équations on trouve 

8(D2 + E2)a3 + 4(A2 + 4F)Da2 + 4ÁD2a + D3 = 0. 

La quartique est donc anallagmatique par rapport à trois centres d'inversion, si elle n^est 
pas unicursale, et ces points sont situes sur la droite représentée par Téquation 

D,?/ — Eíc = 0. 

Si la quartique est unicursale, les centres d^inversion consideres et le point double qu'elle 
a à distance finie sont situes sur cette droite et le nombre de ces centres est ógai à denx. 
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Sxir* ixTLO ixtanière cie coiistrixire les c][ixar*tiq^xies 

'bioirco.la.ir^es xi.iiicxii^sales. 



7. Nous allons considérer maintenant, en partlculier, les qiiartiqiies bícírculaires unicui^- 
sedes poiír donner une móthode três simple pour les construirej qui, siiivant nous le croyons, 
n'a pas encore óté remarquée. 

Prenons deux circonférences C et C et sur la première un point O. Menons ensuite par 
ce point une droite arbitraire OK et suient B le point oíi elle coape la circonférence C, et E 
et E' les points oíi elle coupe C. Prenons ensuite sur la même droite, à partir de O, deux 
segments O A et O A], respectivement égaux à OE — OB et OE^--OB. Cela pose, le lieu 
géoraétrique des positions que prennent A et Ai, quand OK varie, en tournant autour de O, 
est une quar tique bicirculaire unicursale. 

Soientj en efFet, O Torigine des coordonnées, (a, P) les coordonnées du centre de C, (a, h) 
celles du centre de C, R le rayon de cette dernière circonférence, pi le segment OB, p2 les 
segments O E et OE^, p les segments O A et O Ai et d Tangle forme par OK avec Taxe des 
abscisses. L'équation, rapportée aux coordonnées polaires, de ia circonférence C est 

pi = 2 (a cos ^ + [3 sin (9), 
et celle de la circonférence C^ 

p^ — 2 (a cos e + ^ sin 6) p2 = R2 - a^ - ò2. 
Nous avons donc 

p = a cos 6 + 6 sin 6 ± \/{a cos 6 + 6 sin Gf + Rf — 2 (a cos 6 + p sin^fi), 
ou 

Rf = R2_^:2_52. 
VOL. II 
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et par conséquent 

[p + (2 a - a) cos e + (2 p — 5) sin df = (a cos (5 + & sin df- + Rj, 
ou, en posant £c = p cos 6, p= ç sin 6, 

[{x^^ + 2/^)^ + (2 « - a) a; + (2 p - J) a/]"^ = (ax + b yf + R? (íc^ + y\ 



OU eníin 



(14) 



= (4aa-4a2 + R-J)íc2_|_(4^p_4p2_(_i^^^^2_|_4(,,p_|_5c^_2aP)cc2/- 



Cette équation represente une quartique hicircidaire unicursale. Son point double coincide 
âvec le point O, et il resulte de ce qui precede que ce point est un noeud réel^ quand les 
circonférences C et C^ se coiipent, un point de rehroussement quand elles sont tangentéS) et 
im ijoint isole quand elles n'ont pas de points communs. II resulte aussi de la construction 
precedente que les tangentes à la quartique au point double passent, dans les deux premiers 
cas, par les points communs aux deux circonfórences. 

8e Le systòme de deux circonférences qu'on vient d'emplojer pour construire la quar- 
tique représentée par Téquation precedente^ n'est pas unique. En remplaçant, en effet, dans 
Féquation antórieure d'abord a par — a, h par — ò, et ensuite a par a — a et p par p — h^ 
cette équation ne cliange pas; et, par conséquent, il existe un deuxième système de deux 
circonférences, Tune ayant pour centre (— «, —h) et passant par Torigine des coordonnées O, 
et Tautre ayant pour centre [a — a^ ^ — ^ ^^ ]yo\xY rayon R, qui, quand on lui applique la 
construction précédemment considérée, mènent à la même quartique. 

Noas représenterons le premier système de circonférences qu'on a considere par Ci et Cí, 
le deuxième par Cs et Cg; et nous ferons voir bientôt que la même quartique peut être en- 
core considérée comme la cissoidcde de deux autres systèmes de circonférences imaginaires 
(Cs, Cs) et (C4, C4). 

9. Nous allons étudier maintenant la question inverse de la precedente, c'est-á-dire, 
nous allons voir si toute quartique bicirculaire unicursale donnée peut être construite par la 
méthode qu'on vient d'indiquer. 

Pour résoudre cette question, je remarque d'abord que Téquation de toute quartique bi- 
circulaire unicursale peut être réduite à la forme sui vante, en prenant le point double qu'elle 
possède à distance íinie pour Torigine des coordonnées: 

(15) (cc2 _f_ ?/2j2 _|_ 2 (^ni x-i-ny) {x^ + f-) ^ A x^-^ + B íc ,v + C ?/^ 
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et que les conditions pour que Ia courbe représentée par cette équation coincide avec la 
quartique représentée par (14) sont 

2 a—a = m^ 2^ — b = n^ 
4aa-4a2-l-R^ = A, 

4Z,p_4f^2^Rf=^C, 

4(ap + 5a — 2ap)==B, 

Or ces équations donnent, en éiiminant a et jS dans les trois dernières au moyen des deux 
premie res; 

(K) a2-m2 + R^=A, ò^ _ n^ + Ri == C, 2(al-mn)==B, 

et par conséquent 

(16) a^ _ (A - C + m^ - n^) a^ _ (-1 B + m n) " == O, 



(17) l- 



.2 
B + 2 m n 



2 a 



? 



(18) «=i-(« + ,«), p = l(J + n), 

(1 9) Ri = ^ [«i^ + n2 + A + C - (a2 + h% 

(20) R'2 = 4-K-|-«^ + A + C+a2 + j2]. 

Li 

Nous avons ainsi six équations qui déterminent les quantités a, 6, a, [5, Ri et R, quand 
7?i, 7z, A, B, C sont données, et lesquelles font voir que la quartique (15) peut être considérée, 
de quatre manières diffórentes, comme la cissoidale de deux circonférences, réelles ou imagi- 
naires, par rapport à un point situo sur une de ces circonférenees. 

IO. II nous faut maintenant examiner si les circonférenees precedentes sont réelles ou 
imaginaires. 

L^équation (16) donne pour d^ une valeur positive et une valeur negativo; et par consé" 
quent pour a deux valeurs réelles, égales et de signe contraire, et deux valeurs imaginaires; 
^'équation (17) determine ensuite les valeurs correspondantes de h. Nous avons ainsi les coor- 
données des centres des quatre circonférenees Ci, C^, C3 et C4, qui sont deux rélles et deux 
imaginaires. 
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Les équations, (18) déterminent ensuite les coordonnées des centres des circonférences 
correspondantes Ci, C2, C3 et C4, qui sont aussi deux réelles et, deux; imaginai res. 

L'équation (20) determine enfin les rayons des circonférences Cl, C2, G3, C4 et fait voir 
que ces rayons sont réels quand 

m^ + n^ + k^G + o?-\-h''->0, 

et imaginaires dans le cas contraire. 

On conclut de ce qui precede que, quand cette dernière condition est satisfaite. existent 
deux systèmes de circonférences réelles (Ci, Cí), (C2, C2), au nioyen desquelles on peut cons- 
truire la quartique (lÕ), en employant la méthode considórée au n.^ 7. Les centres de ces 
circonférences sont situes sur une droite qui passe par Torigine des coordonnées, à égale dis- 
tance de ce point. Les deux autres systèmes de circonférences (C3, C3); (CV, C4) sont toujoui-s 
imaginaires. 

11. Les coordonnées des centres des circonférences imaginaires dont la quartique (15) 
est la cissoidale peuvent être déterminées de la manière suivante. 

Soit a{ une des racines réelles de Téquation (16) et 5i, cíi. Pi, R^ les valeurs correspon- 
dantes de ò, a^ p, R. 

En posant dans cette équation 

m = 2 cxi — ai , n = 2 Pi — h{ , 

C=4&ipi-4.8? + R'^-(a? + i!), 
■B = 4(aiPi + ^ic^i-2aiPi), 

on obtient Ia suivante: 

a^_(^a\-h\)a'^-a]h\ = 0, 

qui donne pour a les quatre valeurs 

a = + <^íi 5 a = + hi i. 

Les quatre valeurs correspondantes de b sont 

ciibi _, , 7 — 
a ' 
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et celles de a et |3 

a = Y (2 cíi — «i) + Y ^.1 ^'' P = Y ^^ f^* ~~ ^^^ "" T '^^ ^*' 

a=o(i — a, P = Pí — &. 
Les valeurs correspondantes de B? sont données par Tégalité 



quand a = + hii^ et par le formule 



R2=:R'^ 



quand a=: + «i. 

Les coordonnées des centres des circonférences imaginalres C3 et C4 sont donc 



-^ (2 cí 1 - ai) — -^ 5i í, Y (^ Pi ~ ^0 + Y ^1 ^* 



— (2 cti — ai) + --- &i í, — (2 Pi — 5i) 2'^^^ 



ceux des circonférences C3 et C4 sont 

(61 ^, — «1 ^), (— ôi ^, ai z!), 
et les rayons de ces deux dernières circonférences sont égaux à 

12. Entre les positions des centres des circonférences Cí, C^, C3 et C4 et ães foyers de 
la quartique considérée, qui résultent de Tintersection de ses asymptotes, il existe une rela- 
tion que nous allons indiquer. 

Cherchions les asymptotes de la courbe au moyen de la méthode connue. On trouve 
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OU u represente une quantité donnée par Téquation 

1 



u 



2 _ (^i i _ ^^) ,, _|_ ( A + B i - C) =- 0. 



Or, cette équation donne, en y remplaçant wi, n^ A, B, C par leurs valeurs en fonction 
de ai, &j, ai, [Bi et en la résolvant ensuite: 

u = — [(2 ai — cii) z — (2 Pi — òi)] ± — • (/;i — «i i). 

Les équations de asymptotes cliercbées sont donc les suivantes: 

2/ = iít' + -— [(2ai — ai)^ — (2Pi —h\) +Z^i — «1 i], 

?/ = — z a? -f -_ [— (2 ai — ai) z — (2 Pi — li) + Z>i + Gi i\ 

y = z a:j -f -i- [(2 ai — ai) ^ — (2 Pi — ^i) — 5i + ai ?], 

?/ = ~ ^ cc + -— [— (2 ai — aj) { — (2 Pi — òi) — 5i — cn z]. 

Or ces droites se coupent en quatre points, deux réels et deux imaginaires, qiii sont lefi 
foyers singulievs de la quartique, et dont les coordoiinées sont les suivantes: 

(—ai, —Pi), (ai — ai, &i — pi), 
[l(al-2al) + i-5l^, 1 (5i _ 2 PO - y «i ^], 
[i- {a, - 2 ai) -1 5i ^, 1 {h - 2 pi) + \ a, ^] . 

On en conclut que ces foyers sont situes siir les droites qui passent par le jpoint douhle de 
la quai^tique considérée et par les centres des cir conferente es Ci, C^, C3, C4, et que les distances 
de ces foyers au point douhle sont respectivement égales aux distances des centres au même point. 

13. En cherchant le vecteur du niilieu de la curde A A| (n.^ 7) de la quartique consi- 
dérée, qui passe par le point double O, on trouve, en le représentant par ps, 

p3 = y(0A + 0A,), 
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et par conséquent (n.^ 7) 

p3 = « COS d-{-Ò8ind — 2 (c( cos + p sin d). 

Cette équation represente doiic, en coordonnées polaires, le lieu géométrique du milieu 
des cordes de la quartique, qui passent par son point double. 
L'équation cartesienne du même lieu est la suivante: 

Dono: le lieu géométrique du milieu des cordes qui passent par le j)oint douile d^une quar- 
tique hicirculaire unicursale est une civconférence^ qui passe par le point douhle, 
Les coordonnées du centre de cette circonférence sont 

^ 1 7 p 



et son rayon est égal à — - V{a — 2 af -f (ò — 2 pj'^. 



14. II resulte inimédiatement de la déíinition de la circonférence, precédemment consi- 
dérée, comme lieu du milieu des cordes de la quartique qui passent par le point double O, 
que les points oíi elle coupe la quartique coíncident avec les points de contact des tangentes 
à la même quartique, menées par le point O. 

Nous ajouterons à ce qui precede que les tangentes considérées peuvent être tracées d'une 
manière três facile, puisqu'il resulte inimédiatement de la méthode donnée au n.° 7 pour 
construire la quartique qu'elles coíncident avec les tangentes à la circonférence C, menées 
par le point double O. Elles sont donc imaginaires quand le point O est situe à Tintérieur de 
la circonférence considérée et réelles dans le cas contraire. 

On peut encore obtenir ces résultats analytiquement, en les déduisant de Téquation de la 
quartique, mise sous la forme 

[x^- + 7f + (2a~-a)x + {2^-h)2jY = (R'--h'')x'- + (R'--a^)y^-^2abxy, 

Cette équation indique, en effet, que la circonférence dont Téquation est 

x^ + f + (2a~a)x-{-(2Q-h)y = 

coupe la quartique aux mêmes points que les droites représentées par Téquation 

(R2 - &2j ^2 _j_ (K2 _^2) 2f + 2aòxy = 0, 
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Or ces droites sont tangentes à Ia circonférence C^, dont Téquation a été écrite au n.** 7^ 
passent par Torigine des coordonnées O et sont réelles, quand a^ + ^^>K^» ^t imaginaires 
dans le cas contraire. 

15. Considérons, pour faire une preraiere application de la doctrine precedente, Ia cburbe 
définie par Féquation 

laquelle fut étadiée par Booth en son Treatrise on somme nèw geometrical methods (London, 
1877, t. 11, p. 163), oíi il lui a donné le nom de lemmscate elliptique (^). 
On a alors (n.^ 9) 

A=f\ B = 0, C==g\ w? = 0, 7^ = 0, 
et par conséquent a est determine par Téquation 
(21) «4_(y2_^2j,,2 = o, 

qui donne 

A Ia première solution correspondent les valeurs suivantes de 6, R^, a et p, données par 
les formules (K) et (18): 

Donc: si Von a g^^f^^ il existe deiix systemes de circonférences rêeUes (Ci, Ci) et (Cg, Cg) 
telles que la courbe considérée est une cissoidale de chaque systeme jpar rap])ort à V origine des 
coordonnées, 

Les coordonnées des centres de ces circonférences sont 

et les circonférences Ci et C2 passent par Torigine des coordonnées et les rayons des autres 
sont égaux à g. 



(1) Voyez aussi notre: Geometria de las Curvas notables, tanto planas como alahiadasj publié par FAca- 
démie des Siences de Madrid (p. 118). 
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Les centres des circonférences Ci et C^ sont donc situes sur Taxe des ordonnées et coin- 
cident avec les foyers de Velli]pse 

dont la lemniscate ellvptique est la podaire, 

Les centres des circonférences Ci et C2 sont aussi situes sur Taxe des ordonnées et les 
distances de ces points à Torigine sont égales à la moitié des distances des centres de Cí et Cg 
au même point. 

Aux autres solutions a = ±\/f'^ — g'^ de Téquation (21) correspondent les valeurs de &, 
R^, a, |5 suivantes: 

qui sont réelles quand /^ > g^. 

Dans ce cas les centres des circonférences réelles des deux systèmes dont la quartique 
considérée est une cissoidale^ sont situes sur Taxe des abscisses; ceux de Cí et Cá coincident 
encore avec les foyers de Tellipse dont la quartique considérée est la podaire centrale, et 
ceux de Ci et C2 divisent en deux parties égales les segments de cet axe compris entre les 
précédents et Torigine des coordonnées. 

16. La courbe représentée par Téquation 

(x^ + yY =P ^^ — g^ 2/% 

à laquelle Booth a donné (1. c.) le nom de lemniscate hyperholiqiie^ peut être étudiée de Ia 
même manière. 

On trouve ainsi pour a, 6, R^, a et p les valeurs 

a = 0, h==±i\/pTf, R2 = -^2^ 

auxquelles correspondent deux systèmes de circonférences imaginaires, et les valeurs 

a = ±s/p-^\ 6 = 0, R2=/2, a^±^\/J^+f, p^O, 

auxquelles correspondent deux systèmes de circonférences réelles, de chaqu^un desquels la 
quartique est une cissoidale, Les centres des deux circonférences (Cí, Cg) coincident, comme 
dans le cas antérieur, avec les foyers de Thyperbole dont la lemniscate hyperbolique est la 
podaire^ les autres deux divisent les distances de ceux qui précédent au centre de la courbe 
n deux parties égales. 

JJ 
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Quand/^ = ^^ la courbe considérée coincide avec la lemniscate de BernoulU^ et on voit 
donc que cette courbe est la cissoidale des circonférences dont les centres sont (/ 1/2, 0) et 

-^/i/2; o), ou {—f\/2, 0) et (--— //2, 0), par rapport à Forigine des coordonnées, le 



rayon de la première circonférence étant égale k f et celui de Fautre à — / y2, 

17. Nous allons faire la dernière application, en considérant le limaçon de Pascal^ dont 
^équation est 

(cc^ + 2/^ — ^ ^)^ = ^^ (íc^ + y)^') 
ou 

On trouve alors, au moyen des formules (K) et (18) du n.® 9, en y posant 

les résultats suivants: 

a = 0, 6 = 0, R2 = i^% a = --4-*5 P = ^- 

Cl 

Donc: Ze limaçon de Pascal est la cissoidale de deux circonférences par rapport à V origine 
des coordonnées, Le centre d\tne circonférence coincide avec cette origine et son rayon est égal 

à hj les coordonnées du centre de Vautre circonférence sont (ct = ^k, |3 = 0j et son rayon 

est égal à —k, 

Quand ã = ^, on a la cardioide. Alors les deux circonférences qu^on vient de considérer 
sont tangentes. 

L^équation de la circonférence qui est le lieu du milieu des cordes du limaçon qui passent 
par son point double, est 

x^-\-y^ — kx = 0, 

Cette circonférence est donc symétrique, par rapport à l'axe des ordonnóes de celle, de 
centre í — ^yk^ O] qui fut considérée précédemment. 
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SOR Ui PRDBLEi DE GlUSS [í Ul CLASSE PIRÍICULI[RE DE EONCíiS SíMEíRIQUES 



(Giornale di Matematielie, t. XLII. JSTapoli, 1904) 
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INTRODUGTION. 



Nous allons étudier dans ce travail quelques questiona qui se rattachent plus ou moins 
étroitement au problème suivant, par lequel Gauss a ouvert son beau et important Mémoire : 
Theoria interjoolationis methodo nova tractata (*) : 

Chercher la somme 

(a — 6) (a — c) (a — d){a — e),,, (6 — a) {b — c){h~d)[h — e) ... 

-\ —^ 1 - L 

^ (c — a)(c — ô)(c — í^)(c — 6) ,.. ^(d — a)(d — h){d — G){d — e)... ' 

a, h^ c^ d^ ... étant m quantités différentes^ et n un nombre entier quelconque^ positif ou nêga- 
tif^ ou zero, 

Comme solution de ce problème ce grand géomètre a trouvé que cette somme coincide 
aveo la fonction symétrique entière de a^ 5;, c^ . . . 

ou le signe Si s^étend aux solutions entières, positives ou nulles, de Téquation 

p + q + r-\-... = n — m-\-l, (n^^m) 

et il a démontré aassi, en passant, que la somme considérée represente le coefficient decc^~-^+^ 
dans le développement de la fonction 

[{í-ax)(l-hx)(l-cx)...]-^ 

en série ordonnée suivant les puissances de x. 



(i) Werke, t. iii, pag. 265. 
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La fonction precedente est un cas particulier de la suivante: 

(1) E.C'+^-l)f + '^->). ..„«..'.... 

étadiée jadis par Wronski, qui en a fait usage pour résoudre les équations numériques, et 
plus récemment par M. d'Ocagne en deux articles publiés aux Nouvelles Annales de Mathé- 
matiques (3.^ série, t. ii, 1883, pag. 230, t. v, 1886, pag. 257); et en un important Mémoire 
sur les suites récurr entes ^ publié au Journal de VÉcole Polytechnique de Paris (xLiv^. CaLier, 
1894); par M. Gesàro en deux intéressants articles publiés dans les Nouvelles Annales de 
Mathématiques (3® serie, t. iii, 1884, pag. 561, t. iv, 1885, pag. 59); par M. Dickstein 
das les Mémoires de VAcadémie de Cracovie (1888, t. xvi); etc. 

Pour calculer cette fonction, quand a^ h^ c^ , . , satisfont à Téquation 

(2) (1 - axY (1 — hxf . . . == 1 + pií« +:p<^x^ + . . . +_p^, x^-^; 

p\^ ^2, . . ' j Pm étant des quantités données, M. d'Ocagne a fait connaítre, dans le Mémoire 
précédemment mentionné, une formule, qui a sur celles qu^on avait employées pour le même 
but, Tavantage de donner le résultat sons sa forme definitivo, sans qu^on ait besoin de faire 
ensuite des réductions de termes semblables, et encore un théorème, pour simplifier ce cal- 
cul, quand le second membre de (2) peut être décomposé en un produit de facteurs. 

Dans le présent travail je vais m^occuper principalement de ce calcul et de quelques ap- 
lications du résultat obtenu par Gaass. 

Je commence pour donner une démonstration de ce résultat. un peu diflférente de celle 
de Grauss, et pour établir la formule employée par M. d'Ocagne pour le calcul de la 
fonction (1), par une voie diíférente de celle qui a été suivie par cet illustre géomètre. En- 
suite je presente une nouvelle méthode pour le calcul de la même fonction, en déduisant sa 
valeur de celle de la somme a^ + Z>^ + c^ + . . . par une règle analogue et d^aussi facile appli- 
cation que celle qui donne la dérivée des fonctions entières. Cette règle me parait avoir quel- 
que importance, parce qu'il existe des tables pour le calcul de la somme considérée, qu'on 
peut ainsi ernployer pour le calcul de la fonction (1). 

Les méthodes pour le calcul de (1) qu'on vient d'indiquer, sont applicables quelle que 
soit la valeur des entiers [x, v, . . . Mais, pour le cas ou [x, v, . . . sont diífórents de Tunité, 
nous présentons une nouvelle méthode, d'une application plus facile. Pour cela, nous consi- 
dérons d'abord le cas ou (x, v, . . . ont la même valeur h^ et, pour obtenir la valeur de (1) 
dans ce cas, nous donnons premièrement une formule générale et ensuite une règle au moyen 
de laquelle on forme successivement les valeurs des fonctions correspondantes aux valeurs 
1, 2, 3, 4, . . . de h^ semblable à celle qu'on emploie pour former les dérivées successives 
des fonctions entières. Le cas oii tous ou quelqu^uns des nombres |x, v, . . . sont diíférents 
est ensuite réduit au précédent au moyen du théorème de M. d'Ocagne ci-dessus mentionné, 
et encore par une autre méthode d'une application plus facile. 
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Dans la deuxième partie de ce travail je fais rapplication des résultats obtenus dans la 
première à la théorie du développement des fonctions rationnelles en série. Je retrouve les 
résaltats obtenus, par un autre voie, par M. d'Ocagne dans le Mémoire sur les suites rèenv- 
rentes y et je donne encore un nouvelle manière de résoudre la question quand le dénominateur 
de la fonction considérée a des racines égales. 

La dernière partie de ce travail est consacrée à quelques applications de ridentitó de 
Gauss qui nous a servi de point de départ, obtenues en donnant des valeurs particulières à 
a^ Z)^ c^ . . . , ce qui nous conduit á diversos identités qui nous paraissent oífrir quelque intérêt. 
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Soliition dLii p3?ol3lèroe de Ol^aixss pr*oeécleirLiiiLeixt éixoncé et calcu.1 
d.es fonctioiTS s^^irnétriqLnes auL^Kinelles il corLdLiiit. 



1. Considérons la fraction rationnelle 



("-4-)(^-t)("-t)--- 



En la décomposant en des fractions simples, on trouve 



J^ \ m— 1 



1 

X 

a 



a]\ b/\ cj \a h l\a c l\a d) 

J \ m— 1 / \ \m—i 

b) 1 , (tj 1 



V6 a)\h c)\h d)''' ^ 6 U aJVc h)\c dj ^ c 
et, par conséquent, 



-+. 



1 



(1 — ax) (1 — hx) (1 — cíc) . . . {a — h) (a — c) {a — d), . , 1 — ax 
1 1 . 1 1 



(h — a){b — c){b — d)... 1 — bx (c — a){c — b){c — d). , . 1 — cx 
ou 

^ -^ (1 — ax) (1 — ôcc) (1 — cíc) . . . 1 — aíc 1 — ôíc 1 — cx ' * ' ' 

ou 

1 . 1 



«{=-7 777 77 T^ 5 Pl = 



(a_5j(a — c)(a — á)... ' '^ {b — a){b — c){b — d)... 
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ou encore, en développant les binômes qui entrent dans le second membre, 

+ ^i[l + bx + bV + b^x^ + ...] 
+ Ti [1 + cíc + c^íc^ + c^cc^ + . . .] 
+ 

= 8^ + SiX + S2x^ + . , .+ Si,x^ + . . ., 



ou 



On a donc 



S, = aia^ + M' + TiC^ 



- + ...H + Sm~l + 8m00+Sm^iX^+.. . 



(1 — ax) (1 — ôíc) ( 1 — ccc) . . . íc'"-^ íií^-2 a? 

Nous avons ainsi Tégalité au moyen de laquelle Gauss obtient Sq, Si, Sg, ... Pour cela, 
il multiplie les développements des binômes 

(1—ax)-^, (1 — bx)-^, (1 — cx)-^^ ..., 

qui entrent dans le premier membre de cette égalité, ce qui donne un résultat de la forme 

ZaPb^c'' . . . a?i'+?+^+'--, 

et ensuite il égale les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux membros. II 
trouve de cette manière 

Sq = O, Si = O, §2 = o, . . . , Sm—^ = o, Sni-^i = 1 5 

et, pour ^^1, 

(4) S^4_«_l = Sla^5íc^.., 

ou le signe Si s^étend aux solutions entières, positives ou nulles, de Téquation 

P + ^ + ^ + ^ • '=n. 

2. Supposons maintenant que a^ b^ c^ ... soient les racines d^une équation algóbrique 
donnée 

X"^ + jp líC^-* +^2ÍC^''-^ + . . . +i?m = O, 
VOL. II KK 
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et que, par conséquent, on ait 

(5) (1~ ax) (1 — hx) (1 — cx) . . .= l+^iíc+_p2íc^ + . . ,+p^x'^. 

On peut alors exprimer S^^_|_^_i en fonction de ^i, j)^, . . . , p^ au moyen des théorèmes 
généraux de la théorie des íonctions symétriques ; mais il est préferable d^employer, pour ce 
but, une formule, analogue à celle donnóe par Waring pour le calcul de la somme des puis- 
sances de même degró des racines de Téquation considéróe, que nous allons démontrer. 

Pour cela^ remarquons premièrement que S;j^_^n_i étant, comme on a vu, • le coefficient 
de cc^^+*^— 1 dans le développement de 



(1 — ax) (1 — bx) (1 -—cx). . 



en série ordonnée suivant les puissances de x^ cette somme est aussi le coefficient de x'^ dans 
le développement de 



(1 — ax) (1 — bx) (1 — cx) . o . 

suivant les puissances de la même variable, 
On a donc 

ou 

, y = {l — ax)-^(l—bx)-'y(i--cx)-^... 

En appliquant maintenant la formule suivante, bien connue, qui donne la dérivée d'ordre 
n de ia fonction (p {u)j par rapport à x, quand u est une fonction de x- donnée : 

(A) ^^y. ^. . 

^ ^ dx^ a!i3!...X!(2!)P(3!)^..(7í!/ 

à la fonction 

(d(u) =y = u~^^ u=(l — ax) (1 — bx) (1 — cx) . . . , 

on trouve, en ayant égard à Tidentité (5), 
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oú le sigile S s'éteiid à toutes les solutions entières, positives ou nulles, de Téquation 



et oíi i est donnè par 



a + 2p + 3f + . . . + Ttik = n^ 



Nous avons donc la formule 



i3) 






a lie nous nous proposions de trouver. 
En posant 

/ (x) = (íc — d)(x — V)(x — c) . . . == ÍC"^ +i^i^^~* +_p2í^' 

on peut encore écrire cette identité de la manière suivante : 



,w— 2 _j_ 



1 Pw 



2in-\-n—l J^m-\-7i~i ^m-\-n — 1 



(8) 



/' («) 






ilflplpl-. -f] 






a ! p ! T ! . 



.X! 



3. Nous allons maintenant calculer la somme %\i, quand k est un nombre négatif quel- 
conque, et, pour cela, nous partirons encore, comme dans le cas précédent, de la, formule (3), 
qui donne 

f^ =_«jn +_i_+_^ . ] 

(1 — ax) (1 — hx) (1 — cQc) ... \^ax a^x^ a^x^ * * J 

r 1 , 1 



-Tl 



1 

:_ cx c^x^ c^x^ 



ou 



S—l !-S_2— ^ 



S_„=aia-»+pi6-» + Yic-»4-. .., 



+...+s_„- 
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et, par conséquent, en y posanttc = — , 

(9) . TT ^7—^ = ~[S_i + S_2^ + ...+ S^n^^-* + ..o]. 

^ [z — a){z — o)(z — c) . . . -^ 

Nous avons donc 



S_-^ = - 



■d^-^[{z-a){z-h){z-c)...]-n 



{n-1) 
Mais, en appliquant la formule (A) aiix fonctions 

(p (ii^ = u—^^ u = {z — Cl) (z — h){z — c),.,^ 
et en remarquant que 

[z — a){z—'b) {z — c) . , . == z"^ +piz'^'~^ + j?22^-^ + . . . +Jpm > 
on trouve 



1 V d--^\iz-a){z-h){z^o),.,Y' ~\ _v/ IV 



(^— 1)!L dz^-^ J,_o ^ ^ pH-ia!p!...X! 

ou J?Q = 1 . 

Donc on a la formule cherchée 

(10) S_, ^ S (■- 1)''H ^^^^i^m-^ __^_^!:^ 

oíi la somme S s'étend à toutes les solutions entières, positives ou nulles, de Téquation 

a + 2I3 + 3Y + .,. + w^ = ^— 1, 
et oíi i est donné par 

L'équation qu'on vient de trouver peut être encore écrite de la manière suivante: 

fj—n Ji—n n—n ilp^' , «H o . • • ?9^ 

" , t^ 4___ L- yf 1 V"+l ^m— l^m--2 -^0 



Hosted by 



Google 



285 



Á ee qui precede nous ajouterons encore que de la formule (9) resulte la suivante : 



abe, , . 






X 



qui donne 

(11) S_„=l_l__s.a-.6-.c-^..., 

OU le signe Si s'étend aux solutions entières, positives ou nulles^ de Féquation 

]p-{- q-\-r-\- . . . = 71 — lo 
Cette formule peut encore être écrite de manière suivante : 

(12) S_n= (- 1)^+1 Si a-P' b-i' c-^' . . . , 

ou p'^ 2'', r\ . a , représentent les solutions entières, positives ou nulles, de Péquation 

_p' + S'^ + ^' + • . . = n + ??i — 1 . 
4. ConsidéronSj en particulier, le cas ou la fonction (5) est jpair, Âlors on a 

i5l==0, ^93=0, pa-O, ..., 
et la formule (7) se réduit à la suivante : 

(13) S,+,_i = S(-l)^ ^^^^ ^"^ 



p!^I...X! 
ou p, 8, . . ., X représentent les solutions entières, positives ou nulles, de Féquation 
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et oíi 

II resulte de cette formule 

quand n est un Dombre im^air, 

On a aussi, puisque m est, par liypotlièse, un nombre pair, 

(14) s_„=E(-iy+^%?|^=iii:^, 

p,,7 P ! s 1 . . . À ! 
ou Pç, ^, . . . , X sont les solutions entièreSp positives ou nuiles, de Téquation 

et ou 

5. La fonction symétrique qui figure dans le problème de Gauss qui a étó le point de 
départ de ce travail, coincide, comme on a vu précédemment, avec la fonction 

Si aPò^&\ . ., 

ou Si s'étend aux solutions entières, positives ou niiUes^ de Téquation 

Cette fonction est un cas particulier, correspondant à jx = 1, v = 1, . , . , de la suivante, 
appelée par Wronski fonction aleph: 

(15) S; = S.('^-+^-l)(^ + pl)...a.5.c^..., 

qu'on est ainsi amené à étudier, et dont nous allons nous occuper maintenant. 

6. On- trouve facilement, en premier lieu, que la fonction S^^ coincide avec le coefficient 
de X dans la développement de la fonction 
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en série ordonnée suivant les puissances de x^ et qu'elle peut être calculée au moyen de la 
formuie antérieurement employée pour le calcul de la fonction ^^y^j^^—i? ©n supposant qu'on 
ait 

(•16) (1 — axf {V—lxJ . . . =- 1 +_piíc -l-^âíc^ _^ _ , -+^.^íc^. 

En eífet, cette dernière identité donne la suivante: 






X 



X. 



\Ar^hx^[^^J\})^x^Ar^'' 



dont on tire, en égalant les coeíficients de a?'^ dans le premier et dans le second membres et 
en posant, comme antérieurement;, 



y = \\ +P1.X -\-'p^ix^2 + . • . -f Pm a^''']-^ 



le résultat cherché: 



(17) 



\ p I \ q J n\\ dx^ I ^=.0 

% ! »f m . . . 1^ 



qui coincide avec celui qiii a été obtenu par M. d'Ocagnej au moyen d'une analyse différente^ 
aux n/^^ 4 et 7 de son Mémoire sur les suites récurrentes . 

^. La formule (17) determine la fonction S^^^ quand sont donnés les quantitós pij ^2, . . . , 
jpni, En la comparant à celle de Waring: 



(18) 



s„ = a«-l-5« + c» + . . . 



OU a, Pj . . . , X sont les solutions entières, positives et nuUes^ de Téquation 

' a + 2-p + 3y + . . . + m\ = n, 
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et oíi 

on arrive à une conclusion importante pour le calcul des fonctions considérées, 
II resulte, en effet, de ces deux formules que, si 

est un terme de Texpression de s^^ il existe dans Texpression de SJ^ le terme correspondant 

et que le nombre des termes qui entrent dans les deux expressions est le même. 

On peut donc déduire rexpression de SJ^ de celle de s^ en multipliant chaque terme de 
celle-ci par son degré et en divisant le résultat par n. 

Ainsi des formules connues: 



on tire immédiatement les suivantes : 

Si = — Fb 

(19) s; = — _p? + 2p, p^ —ps, 

S; ^_pí — 3p^p., + 2p, ps +p>l — _p4, 



8. En se basant sur le remarque qu'on vient d'êmployer pour écrire immédiatement 
ces dernières formules, on peut aussi déduire immédiatement de la formule connue 

t=n A^ 



Hosted by 



Google 



289 

oú S^ represente une somme qui s'étend aux solutions entières positives de réquation 

*/ii+*/]2 + ... +rit = n, 
la formule suivante: 



i=n 



(20) s;=s(-iys>,,i.. ...p,. 



í=l 



'Qi-^-n^ ' '^'^i' 



démontrée par M. Cesàro d^une manière différente en un article publié aux Nouvelles Annales 
de Mathématiques (3.^ série, t. iv, pag. 67). 

Gette dernière formule montre que les fonctions considérées sont comprises dans la classe 
des fonctions appelées par M, Cesàro isohariques^ lesquelles cet illustre géomètre a étudióes 
en divers travaux publiés dans les Nouvelles Annales de Mathématiques et dans le Journal 
de Battaglini, 

9. Nous allons etudier maintenant la question inverse de celle qu^on vient de considérer, 
à savoir : déterminer pi, p%^ p^^ . . --) Pm? quand sont données les quantités Si, Sá, S3, . . . , SJ^^. 
On résout immédiatement cette question en partant de d'ógalité 

y~^ = l-\-piX-\-pix^-\-, . .+_p,„a?«^ = [l+Sia? + S2íc^ + . . .]~S 
qui donne 



i^/^^rr 



1 / d^y 



f-i 



m 

— 7 



k ! \ dx^^ / ^=^0 
et, par conséquent, en appliquant la formula (A), 

t!S'«S^^..S'^ 

oíi le signe S s'étend à toutes les solutions entières, positives ou nulles, de Téquation 

a + 2^+.:,.~\-k'k = k, 
et oú 

En comparant cette formule à Ia formule (17), on conclut ce résultat, bien connu; on 
passe des expressions qui donnent Si, S2, . » ., 8'm ^n fonction de pi, ps, • . ., Pm pour celles 
qui donnent pi, p2 5 ...,pm en fonction de Si, Sg, . . . , SJ,^ en échangeant entre elles ces 
quantités. 
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IO. On peut aussi tirer ímmédiatement les expressions qui donnent pi, jp^, • • ., i?m ©n 
fonction de Si, Sá, . . ., SJ^ de celles qui donnent jpj, ^2, . . . , j^^w en fonction de si, §2, . . . , s^^, 
En effet, en comparant la formule suivante^ trouvóe par Waring: 

(22) í., = S(-iy. 



ou a, p, . . . , X représentent les solutions entières, positives ou nulles, de Téquation 

a + 2p + 3Y + ... + /a = Â;, 
et ou 

à la formule (21), on voit qu'on passe de chaque terme de la première au terme correspon- 
dant de la deuxième en remplaçant st, 52, §3, . . ., s^^ par 

Si, 282, 3S3, . . ., mSm^ 

et en multipliant ensuite son coefíicient par ^!, i étant le degré du terme de (22) consi- 
dere. 

Ainsij par exemple, on passe de Fexpressipn connue 

à Texpression de ^4 en fonction de Si, S^, S3, S4, en multipliant les termes de la première 
respectivement par 4!, 3!, 2!, 2!, 1 et en remplaçant si, §2, ^3, ^4 par Si, 2S2, 3S3, 4S4, ce 
qui donne 

P4 = s;^~3s;^S2+2s;s;+s,^-s;. 

lí. La méthode qu^on vient d'employer pour calculer la fonction SJ^ peut être remplacée 
par une autre de plus facile application, quand tous ou quelques uns des nombres |j., v, . . . , 
dont dépend cette fonction, sont supérieurs à Tunitó, comme on va voir. Considérons première- 
ment le cas ou tous ces nombres son égaux à un même nombre hj, et posons 



s«=s.(^+pi)(^+pi)... 
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On a alors 

=.(l~-ax)-^{l — lx)-^, ..==[1 +-pla?+_p2í»2_j_^ ^ ^j^^;^rjf.^yh^ 
ou m = h(típ et 

En appliquant maintenant la formule (A) aux fonctions 

(f(u) = 'y = u—^, it = 1 +_p'iíc + . . .+jp'(o^^? 
on trouve, pour le calcul de S^^^, la formule suivante: 

(23) sf==^^^S(-ir' 



"» (Ã-1)! ^ ^ aipi. . A! 

ou le signe S s'étend aux solutions entières^ positives ou nulles, de réquation 

a+2p + 3Y+..,+ o)). = n, 
et ou 

Cette formule determine S^''^ en fonction de ^i, jo'^, • • •? i^o) ^^ ^''^ ^^^ ^^ P^^^ facile appli- 
cation que la formule analogue (17), qui donne S^''^ en fonction de^i, p2, • . ., i?m^ puisque w 
est plus petit que w. 

12. Les fonctions S^''^ qu^on vient de considérer, peuvent être calculées d^une manière 
analogue à celle qu^on a employée au n.^ 7 pour calculer S|,, comme nous allons faire voir. 
En comparant, en effet, les formules 



" ^ ^ a!S!..A! 



^' a!p.!...X! 

qui résultent de (23) en y posant A= 1 et ^ = 2, on voit qu^on peut déduíre Texpression de 
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S,f^ en fonction de pí, pá, . . ., ^^ de celle de S^^^ en multipliant chaque terme de la dernière 
par son degré, augmeiíté d'ime unitó. 

Mais, d'un aiitre côté, on voit que, quand A=l, les quantités m^ pi, psj • • •, Pm coínci- 
dent avec w, pi, p'^, . . . , p'^^ et 8n coincide avec Sl^K 

Donc, on peut déduire des formules (19) les suivantes, en remplaçant dans les premières 
Ph JP'^^ ' • • P^^ jpí? i^2? • • • et en multipliant ensuite chacun de ieurs termes par son degré, 
augmenté d-une unité: 

Sf> = 5p\' - lyt pi + 6p.>3 + 3p? - 2pl, 

On voit aussi, au moyen de Ia formule (23), qu'on peuí déduire l'expression de S^'^ de 
celle S^''~" en multipliant chaque terme de la deuxième par 

a + P+.. . + 1 + ^- 1 

En nous basant sur la même remarque nous pouvons déduire immédiatement de la for- 
mule (20) la suivante: 

Sf=s\-i)'(í+i)s>'.^^/^^..y.^^, 

OU "/ji, '/]2, • . -j ^^í sont íes solutions entières positives de Téquation 

'^i + '^-2 + - • -H-^^í^^. 

En continuant de la même raanière on obtient la formule 
(24) S;f> = S^ (- 1)' ^j^ Si,',^ p'.^^ . . ./.^^, 

laquelle fait voir que toutes les fonctions SJ/'^ sont isobariques. 

13. La question qui a pour but de déterminer jpi, ^2, . . ., p^^^, quand les quantités Sf\ 

^i\ ^s^r ' ' "> S^''- sont données, peut être résolue facilement, en procédant comme au n.^ 9. 
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En partant, en efFet^ de Tidentité 

et en remarquant qu'on a 



on trouvtí 



(Ã + í-l)![Sf]«[S|'>]P...[S^> 



(^5) i>;-s(-i)^ ^,_i),«,p, ,,...,, ' 

oíi a^ P, Yj .. ., X représentent les solutions entièreSj positives ou nulles, de 1'équation 

a + 2p + 3Y+... + a=:^, 
et ou 

14. On a vu, au n.*^ 11, que les fonotions 

oú 

peuvent être calculées au moyen de la formule (23), quand tous les nombres t^, v, ... sont 
égaux à un même nombre h, On a vu aussi, au n.^ 12, que les mêmes fonctions peuvent 
être calculées en déduisant celles qui correspondent à A=l des expressions des sommes 
«1, S2, S3, . . ., donées au n.^ 7 (en y remplaçant d^abord pi, j92, ^3, • . • par pi, p^, pá? • • •)? 
celles qui correspondent à A = 2 de celles qui correspondent à y^==l, etc.^ au moyen d^une 
règle aiialogue à celle qu'on emploie pour former les dérivées successives des fonctions en- 
tières. Nous allons maintenant considérer le cas oú tous ou quelques uns des nombres {x, v, . . . 
son diíFérents et démontrer que, dans ce cas, les sommes S^ peuvent être représentées par 
des fonctions des precedentes. 

Mais, avant cela, il nous faut completer une notation employée antérieurement. Nous re- 
présenterons par SJ,''^ [M] la fonction 
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ou 

qui correspond au polynôme 

M = 1 -\- qix -\- q^x'^ -\- , . .= (1 — aix)(l — 6ia?) (1 — cicc). . ., 

et qui represente^ par consóquent, le coefficient de íc" dans le développement de M~^. 
Cela pose, si Ton represente par y la fonction 

3/ = [1 +pix+p^2x'^ + , . .+Pma?"']~S 
on a (n.® 6) 

Qil L dx^ Jcc=0 

Pour trouver la dórivée qui entre dans cette égalité, décomposons, au moyen de Ia théorie 
des racines égales, y—^ de la manière suivante: 

M, N, P, . , . étant des fonctions entières de x^ telles que les équations 

M^O, N = 0, P==0, ... 
n^aient que des racines simples, et ensuite décomposons y de la manière suivante : 

^ M^N^P^.. M^ "^ N^^ ' pi "••••? 

ou 'f 1 (ítj), cp2 (íc), cps (cc), . . . représentent des fonctions entières de x^ qu^on sait déterminer 
(Hermite : Cours d'Analyse de VÉcole Polytechnique^ pag. 266). 
Développons maintenant M~^^, N~^, P~^ . . ., ce qui donne 

M-^=l + Sf^[M]íc+S^^)[M]íij2-)-S?>[M]íc3+... 
N-^ = 1 + Sf> [N] CC + S^^^ [N] cc2 + S^'^> \^]x^ + . . . 

multiplions ensuite ces séries respectivement par çi (íc), ^2 (a?), fs (íc), . . ., ordonnons les pro- 
duits suivant les puissances de x et additionnons enfin les résultats. Le coeíBcient de cc*^ dans 
Ia série qu'on obtient de cette manière represente S|j. 
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L'expression quon obtient a la forme suivante: 

S; = Mo + M, S<"> [Mj+. . .+ M„S« [M] 
+ N,Sf> [N]+... + N„Sf [N] 
+ P.S<'> [P]+... + P„S<"[P] 
+ ••... 

EUe est linéaire par rapport aux fonctions 

Sf p], S^"> [M], . . . , Sf> [N], Sf [N], . . . , 

et résout la question preposóe, puisqu'on sait calciiler ces quantités au moyen de la formule^ 
(23) 011 au moyen de la méthode donnée au n.*^ 12. 

15. La question qa'on vient de considérer peut être encore résolue par une méthode 
diíférente, que nous allons indiquer. 
Soit encore 

et formons la derive d'ordre n du produit M~^ N~^ P"^ ... au moyen de la formule de 
dórivation de Leibnitz. On trouve 



On = ^ ■ ■ í i í 5 

pi ql rU . , 



Mais on a 






^fm-ji 



dxl Ja;=0 



Donc 

<26) S; = S Sf [MJ Sf [N] Sf [P] . . . , 

ou. p^ q^ Tj, ... représentent les solutions entières, positives ou nulles, de Féquation 

JP + 2 + '' + •• • = '^' 
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Cette formule résout Ia question considérée, mais le résultat auquel on arrive n'est pas 
linéaire, comme Texpression obtenue par la méthode antérieure, par rapport à Sf^[Mr], 
Sf^ [N], .... Elle coincide ave c une formule donnée par M. d'Ocagne dans Tun des intéres- 
sants articles qu'il a publié sur les (oncúons alephs {ISiouvelles Annales de Mathématiques^ 
3.^ sórie^ t. v, pag. 258) et ensuite dans son Mémoire sur les suites récurrentes (n.*^ 10). 

16. Aux deux méthodes qu'on vient de donner, pour le calcul de la fonction symétrique 
S'n^ nous allons joindre encore une autre, de nature diíFérente, en faisant connaítre une for- 
mule au moyen de laquelle on calcule directement ces fonction. 

Je considere^ pour cela, la formule siiivante, que j'ai démontrée dans mon Curso de Ana- 
lyse {Calculo differencialj, 3.^ éd. pag. 232): 



! 



a"^c|> 



^ny a 1 p 1 . . .X ! X a^í |3M . . .X^í X . . . du\ dui . . . 



qui donne la dérivée d'ordre n de y par rapport à íc, quand y = ^(ui, u^^ . . .) et iti, u^^ . , , 
sont des fonctions de x; et je Tapplique aux fonctions 

y =M-'^N-^P-^.. 

i^ = M= l-\-q^x + qix^+, c , + qu^'^j 

1^2 — N = 1 -{-riX-{- r%x'^-\-, » ,-\~ryX^ ^ 



En posant ensuite íc = 0, je trouve la formule suivante: 

(27)S; = S 



(_ iy+/+... h{h-l). . .(fe-^•+l) x,fc(A:-l). ..{h-j^l) X. . 
«!B!...X!xa'!B'!...X'!x... 



ou le signe S s'étend aux solutions entières, positives ou nulles, de 1'équation 

a + 2^ + ... + MA. + a' + 2p'... + vV-l-.. . = m, 
et ou 

i=«+|5+... + X, j = a' + |5' + ... + í^', ■• , 

qui résout la question considéi*ée. 
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17. Les quantités que nous avons représentées par Sf au n.^ 11 peuvent être expri- 
mées par des fonctions entières des quantités Sí^\ 8.^*^ 8^^\ . . ., comme on va voir. 
En ej0fet, Tégalité 

= \1 + ST x + SiP x'- + Si''x^+. . . i^ 
dorme, en lui appliquant la formule (A), 

.dx^^/^^o ' a! [5 !-(!... 

oíi 

et oíi a, p, f, ... représentent les solutions entières, positives ou nuUes, de Téquation 

a + 2p + 3Y + ... = ^ 

qui donnent pour i valeurs inférieures à h, 
On a donc 

(^^) ^« =^ ^TTwT— 



a ! p I X ] 

Malgré cela, il convient de considérer toutes les fonctions S,í^ , quelque soit h^ comme 
élements primordiaux pour le calcul des fonctions symétriques consideréeSj puisqu^on peut 
calculer toutes ces fonctions avec égale facilite au moyen de la formule (23), ou les déduire 
de la fonction s^ par la méthode donnée aux n.^ 7 et 12. 

18. Nous avons vu au n.*^ 3 que le problème de Grauss mène aussi à considérer la 
fonction symétrique 

Si a-P Ò-9 c-^ . . . , 
ou 

laquelle peut être calculée au moyen des formules (10) et (11), quand est 

(1 — ax) (1 — bx)(l — cíc). . .= 1 +picc+_2^2í^^ + . . .+_Píjííc^e 
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Cette fonction est un cas particulier de la suivante: 

qui ne diffère pas de celle qu'oii a étudiée aux n,^^ antérieurs par sa nature, mais seulement 
par le remplacement de a^ h^ c^ , , , par a~*, 5~*, c~*^ ... 
Pour la calculer, quand 

(1 — axf (1 — hxY . . . = 1 + piíc +p^x^ + . . . + Pm í»"^ ? 
il suffit de remarquer qu'on a alors 



^"1'-t)"'('-t"" 



L Pm Pm Pm J 



Pm JPm Pft 

Donc on trouve, en procédant comme au n.^ 6, 

oíi E s'étend aux solutions entières, positives ou nulles, de l'équation 

et ou 

En posant 

S«=Z.("+^"')("+P')...a-í-.c--..., 



OU trouve de Ia même manière 



1 V.. ... (^ + ^'-^)h''y-lp2-2-'F^ 
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ou 

a + 2p + ... + oA = ?z^ 
quand 

(1 — ax) (1 — &íc) (1 — cíc) . . . == 1 +])'iX + • • • +PÍjo ^^ 

et m = Ã(o. 

II est facile de voir qu'on peut déduire Texpression de SL„ , en fonction de p^íi^ Pm~i) • • • ? 
de celle correspondante de s_n ^t Fexpression de S^^^, en fonction de p[^ ja^j • . ., de celle de 
Síí^~^^ au moyen des régies employées aux n.*^^ 7 et 12 pour le cas des fonctions S,', et Sf. 

II est aussi facile de voir que, quand les entiers |x, v, ... ne sont pas tous égaux, on 
peut calculer SJ, au moyen des formules qui résultent de celles données aux n.°^ 14 et lõ^ 
en remplaçant les índice n^ p^ q^ r^ . . . de S par — n^ — p], — q^ — r^ . . . , ou au moyen de 
la formule: 

u^l)i+j+.-.k(h-~l)...(h~i+l)y<k(k~l)...(k-j + l)x.:, 
^, ^ ^t^^..xa!p!...A.!xí^Mp^^. .V!x... 

O—n = 2^ \ 

ou 2'o = l, ^0 = 1, ... 

a+2p + .. . + zd + a' + 2p' + ... + ^V + .'. . = 7z, 
et 
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Applicatioix axi cléveloi3peii:ieiit 
cLes forLotions r^ationixelles eu séx^ie. 



19. La doctrine qu'on vient d'exposer a une immódiate application dans la théorie des 
séries récurrentes. 
Soit 

une fonction rationnelle donnée. Son développement en série ordonnée suivant les puissances 
de X est donné par la formule connue: 



^ = Ko + Kií^ + K2í^2 + . . . + K,cc- + . . ., 



ou 



(30) K« = Aq Sn + Al ^'n—i + . . . + km-i &'n-m-^i 5 

comme on le voit facilement en multipliant le numérateur de la fractiou considérée par le 
développement (n.^ 6) 

[1 +|?iíc + . . .+^,^í^^^]-i = 1 + Sia? + S2í^^ + . . . 

Les valeurs des quantités Si, S-J, S3, . . ., qui entrent dans ces formules, peuvent être 
caleulées au moyen de la formule (17), employée par M. M. d'Ocagne dans son Mémoire siir 
les suites récurrentes, dont on a fait déjà mention^ ou par la règle que, pour le même but, 
nous avons proposée aii n.^ 7. 

20. Considérons maintenant la question inverse de la precedente. 
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En égalant, pour cela, les coefficients des mêmes puissanees de x dans les deux membres 
de l'identité 

Ao + Aia? + . . . + A„,_i cc^^^-i = (1 +^ia? + . . . +p,n ^'"^ ) 



on trouve les équations 



(31) 



Kl +jpi Kq = Al , 



I K^-i +jpiKw^_2 +_p2K„i-3 + • • . +Pm-1 Kq = k,n-i ; 

et la suivante: 

(32) '^m-^n + piK^_j_n-l +_p2Km+n-2 + • • « +i?m K^ = 0. 

Si on donne donc les valeurs de Kq, Ki, K2, . . ., Km— 1 ^^ 1^ relation (32) ou, ce qui est 
la même chose, Téelielle: 

de la série, on peut écrire immédiatement sa function génóratricej piiisque les coefficients de 
son numérateurj Aq, Ai, . . ., A„^_l, sont donnés par les formules (31) et son dénominateur 
est le polynômes 

, l+_pia? + . . .+_Pmí^''%* 

ensaite la formule (30) determine le coefficient du terme general de la série, 

On peut encore énoncer ces résultats d'une autre manière. 

En posant, en eífet, cc = 1, on voit que, quand il sont donnés les m premiers termes d' une 
suite réc ar rente: 

et réchelle (jpi, jp2; • • . , Pm)? on determine Vintégrale K^^ de la suite au moyen de la formule 
(30); la somme de la série: 

Ko + Ki + ...H-K, + ... 



est alors égale à 



Aq + A.|+.. .+ A,,_i 
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Nous ajouterons encore que cette dernière série est convergente quand, pour x=lj la 
fonction y est dóveloppable en série convergente ; ce qui a lieu seulement quand 

la|<l, |&|<1, |c|<l,'... 

a~^, 5— ^, c— ^, ... étant les racines de Téquation: 

On trouve ces resultais dans le Mémoire de M. d^Ocagne précédemment mentionné, oú 
ils sont obtenus par une voie différente. 

âio Tout ce qu'on vient de dire aux n.°^ précédents a lieu quand les racines de Téqua- 
tion : 

appelée par Lagrange génératríce^ sont inégales et quand elles sont toutes ou quelques unes 
égales. Mais, dans ce dernier cas, on peut résoudre les questions considérées por une autre 
méthode que nous allons indiquer. 

Considérons premièrement la fonction rationnelle : 

y = _-y ^ ^ . -. ^ 

oú m =■ h(ú, 
Puisqu^on a 

(1 +p[x+jp'^x^+. . .+p|^íc^)-/^=: 1 + Si'') x + S^'^x^ + . . ., 
on peut alors développer y au moyen de la formule : 

?/== K?> + K?x + .. . + Kf cc" + . . . 
oh 

Kf = Ao Sf + A 1 S« , + . . . + A„_, S« „+, , 

Sf\ SÍ2\ etc. représentant les fonctions symétriques définies au n.° 11, qu^oii peut calculer' 
au moyen de la formule (23) du n.^ 11, ou par la règle donnée au n.^ 12, qui les détermi- 
nent en fonction de pi, p^? p'sj • • • j jPoj • 

On peut calculer aussi, au moyen de cette formule, Vintégrale de la suite récurrenfe dont ^ 
réchelle est 
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en supposant 

quand on veut que cette intégrale soit représentée par une fonction de jp[^ p^j pá, . . .,jpj(^» 

22. Considérons mainteuant le cas general ou 

l+PiX+p^X^-{-. . ,+PmX''' 

et 

1 +PiX + . . .+pn^X'^'=W'WP . . ., 

M, N, P, ... étant des polynômes entiers tels que M = 0, N-=0, P = 0, ... n^aient que des 
racines simples, lesquels on peut dóterminer au moyen de la méthode des racines égales. 
On a alors 

(1 +piX +^20?^ + . . . +Pm x'"" )- ^ = M-^- N-^^P-^ : . . 

Si, S^, S3, ... étant des quantités qu'on peut déterminer par les méthodes données aux 
n.^^ 14, 15 et 16. 
On a ensuite 

ou 

23. On peut encore résoudre la question d'une manière plus directe en décomposant y 
de la manière suivante: 



y-' 



^i{x) ^%{x) ^^{x) 

Mh ~1~ Xr/r "^ V>1 ~^''"> 



W' ' W P^ 



OU çpi (íc), cp2 (íc), cp3 (íc), . . . représentent des fonctions entières, qu^on sait déterminer, et en 
développant ensuite chaque terme de cette somme au moyen de la méthode donnée au nu- 
mere précédent. 

24. Nous allons maintenant faire application. de la doctrine precedente à la même fraction: 



l-^?>x-\-2x^ + x^ — x^ 
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à laquelle M, M. d^Ocagne a appliqué sa méthode (1, c, pag. 25). 
On a alors 

et par conséquent: 

_ 1+x 1__ 

'^~ 1-x-x^ [l-x)^ * 

En posant donc 

y = K^ + KiX + K^x^ + ,.. + KnX^ + ... 

1 — X — X"^ 

on trouve: 

Kn = s; + s;_i — (w + 1). 

Mais, d^un autre côté, Tidentité: 

(l-x-x^){So + S'iX + S'^x^ + ,..)=l 
donne 

Sn-f-l — S^^ — Sn—i = 0. 

Donc on a 

K,=s;+i-(72+i). 

Ce résultat coincide avec celiú qui a été trouve par M. M. d'Ocagne. La quantité Sn^i 
coincide, en effet, avec le coefficient de x^^+^ de la série de Fibonacci, 

25. La méthode pour le développement des fonctions rationnelles qu^on vient de consi- 
dcrer, est applicable au développement du quotient de deux séries. Ainsi, si la fonction donnée 

est 

Ar. + Aix + A2x^+. . . + A„íc^ + . . . 

y = j 

on a premièrement 
et ensuite 
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OU 

K5^ = A^SiiH- AiS';^_i + . . . + A„_i S1 + A^^, 
Si, S2, S3, ... étant déterminées par la formule (17) ou par ia méthode indiquée au n.^ 7. 
Le cas ou la fonction donnée a la forme: 

Aq '{-Mx + A^X^- + • ♦ . + AnX'' 

{l+p'iX+;pix^-±. . .+_p>^ + . . ,f ■ 

peut être réduit au précédent, en développant la puissance h de la série qui entre aa déno- 
minateur de cette fonction; mais il est préferable de déterminer K^ au.moyen de la formule: 

K„ = AoS;,"> + AiS«. + . . . + A„_,S« + A,„ 

OU 8f\ 82'^, . - . représentent les coefficients des puissances de x dans le développement 

calcules au moyen de la formule (23) ou par la méthode donnée au n.^ 12, en fonction de 

Pn P2? pá, . • . 

Les cas ou la fonction donnée est 

_ Af^ + AiX + Á^x'^ + , . .+ A^cc^H-. . . 



ou M, N, P, ... représentent les séries ordonnées suivant les puissances de x: 

M = 1 +_piíc -\-p^x'^ + . . . 

N == 1 + rix + Kx^ +•. . . 



peut être aussi réduit au premier ; mais il est préferable de calculer les coeííicients qui entrent 
dans le développement 

M-^N-^P-^ . .= 1 + S> + S2cc2+. . . 

au moyen de la méthode de M. d'Ocagne, donnée au n.^ 14, ou par la méthode que nous 
avons indiquée au n.° 15. 



VOL. lí NN 
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III. 



^XJL-JT les valeiix^s cixxe px^exmeixt eix ciixelq[ixes cas particixliers 
les fortctiojis s^j^jxtétriíiiies considlérées. 



26. En passant maintenant à une aiitre application de la doctrine exposée aux n.®^ 1 à 
4, diíférente par sa nature de la precedente^ nous allons donner aux quantités a^ 6; c^ . . . , 
qui y figurent, divers systèmes de valeurs particulières qui ménent à quelques identités nu- 
mériques interessantes. 

Supposons premièrement que a^ b^ c^ , > , représentent les nombres : 

% 3% 5^ (2m—l)T. 

'''2m^ '''2^' '''2^^ ■■•' ^°^-^^n— ' 

et que m soit un entier pair. 
La formule connue : 



(33) 



COS mxi = 2^~^ 



cosíci — cos 



2m 



cos Xi — cos 



2m 



coscci — cos 



cosíci — cos 



(2m—l)% 



3ti 
2^ 



2m 



donne, en dérivant ses deux membres par rapport à xi^ le resultat: 



t áin mxi = 2^^~* sin Xi x 



>^'! 


cos 031 - 


3x1 


COSÍCl- 


Ôiz] 
-cos^— - 
2m 




(2m-l)7c" 

cos Xi — cos -^= TT 

2m 


+ 


cosasi- 


''' 2m 


COSCCl- 


57i:l 
-cos~- 
2m 




\ Í2m — 1)%' 

cos Xi — cos -^^ — ^ ^— 

2m 


-1- 






+ 


COSXl- 


-'''2^_ 


COSíCl- 


3%' 
-'''2m^ 




(2m-3)%' 

cos xi — cos 7^ — — 

2m 
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qui, en posant 



71 3% {2m — 1)7: 



''^~2m' 2m' '"' 



2m 



donne ensuite: 



m = 2"^-^ sin ^r— 
2m 



% 3% 

cos ^ cos 77— 

2m zm 



71 (2m — 1)% 

cos 7^ cos — 7^ — 

2m 2m 



. m = 2^-* sin 



2m 



3% % 

cos 7T cos 7;, — 

2m 2m 



Stt (2m —1)% 

cos — cos -^ 7T — 

2m 2m 



m = 2''^-^ sin 7s— 
2m 



b% 71 

2m 2m 



571 (2m — 1)% 

cos T^ cos -^^ 7=r — 

2m 2m 



. m = 2"^-* sin 



(2m — 1)71 



2m 



(2m-l)T % 

cos -^^ — cos 7S — 

2m 2m 



(2m — l)% .(2m~3k 

cos -^ — TC cos 



2m 



2m 



On a donc (n.® 1) 



ai : 



2'"'-^ sin -^^— 
2m 



H=- 



i . 371 

2^-1 sm -^r— 
2m 

m 



Ti = 



2m 



\i = - 



^ , . (2m— IVc 
2?w 



m 



et, par conséquent, 



2m-i 



771 



, 71 , TT , 371 . 37C 

cos'^' 7s— sm 7^ cos'^ -TT — sm tt— 

2m 2m 2m 2m 



■ cos'^ TT— sm ... — cos'*^ 

2m 2m 



(2m — 1)7: . (2m-l)7r 



2m 



-sm 



2m 



Hosted by 



Google 



308 



En ayant maintenant égard aux identités. trigonométriques ; 



(2m— l)x X . (2m— l)x . x 

cos -^ — ^r = — COS 7——, sm 7T — — = sm -7;^ — , 

zm 2m 2>m zm 



cos 



(2m — 3)x_ 3x . (2m~3)x 



2m 



•cos 7^ — , sm- „ 
zm zm 



= sm 



3x 
2^ 



on peut encore écrire cette formule de Ia manière suivaiite : 



3x . 3x 

2m "^^^^ 2m ^^"^ 2m 2m 



, X . X , 

cos''' 7^ — sm TC cos'*^ -TC— sm 



, , (m — 3)x . (m — 3)x , (m — l)x . (m — l)x 

+ . . . + cos^^ -^^^ — — sm -^ - — -- 4: cos^^ ^^-7^ — ^ sm ^^-7:; — ^— 
zm zm ' zm ■ zm 



quand k est mi entier impair. 

De cette égalité et des égalités- (d.^ 1) Sq = 0, Si = 0, . . ., ^^^<^ = on tire première- 
ment ridentité suivante : 



X . X 



3x . 3x 



5x . 5x 



cos^*^ T^ — sin -TC cos'*^— — sin 7^ h cos'^ ~ — sin 7 



2m 2m 2m ■ ■2m 



2m 2m 



(34) 



f — . . .+ cos'^ 



{m — 3)x . (m — 3)x , (m — l)x . {m — l)x 



2m 



-sm 



2m ' 2m 



-sm- 



2m 



^0, 



quand ^= 1, 3, 5, ...,m — 3. 

De la même égalité et de ^m~í = 1 on tire Tidentité : 



X . X 

2m 2m 



, 3x . áx , 
- cos*^^~^ TC — sm — — + cos' 
zm zm 



m — 1 



5x . 5x 
J??2 zm 



(35) 



] , Am — 3)x'. (m — 3)x ,(m — l)x . (m — l)x m 

f— . . . + cos^^-i ^-^^ — - sm ^—^ — - X cos^^-^ ^—~^ — ^ sm — — — ^ = — - . 
— 2m 2m ^ . 2m 2m 2''' 



2i7. Pour déterminer la valeur de la somme qui entre au premier membredes identités 
precedentes, dans le cas ou k^m — 1, remarquons que la formule (33) et la formule bien 
connue 



(36) 



2 cos mxi = (2 cos xiY^ — m (2 cos íci)^'^"~^ 

m(m — 3) .^ \ '\ , m (m — 4) (m — 5) ,^ 

■ -~-Y~ (2 cos cci)^'^-^ + ^ — TtV" ^ ''''' '^^^'^ 
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doniient, en posant x = gôsxí^ 



TT — ... cc— cos — — — I 



-"^ ~ 2^"" ^ 1.2.'2^'' ~ 1.2.3.2^ "" 

Nous avons donc, quand /í>m — 1, (n.^ 4) 

'' '" ti: . % , Sti: . 3x , . , õx . Ik 

cos^ — — sm ~ cos'^' 7;-— siii — — + cos'^ -r^ — sm 7;, — 

2m 2m Jm 27??, ;i:m 2:m 

, , im — 3)^ . (m — 3)71: Am — \)% . (m — 1)% 

/q7n / — ...±cos"^ — sm^ — - — ^-Lcos'^^^ — sm — 

^^'/ \ Zm zm 2m Zm 

2™"'^ ' ' p!3!...X! ' 
ou p, ã, . . ., X représentent les soIutions entières, positives ou nulles, de Féquation: 

P + 2S + ,.. + ^^ = ~, 
et oíi 

m m (m — 3) m (m — 4) {m — õ) 

Le second membre de eette identité peut être calcule directement, ou au moyen de la 
règle donnée au n.° 7. 

On a, en particulier, en posant n=2, 4, 6, . . .5 

(■ , , TU , . T , , 37r . 3'3t , ,,571. 

, cos*^^+^ -r— sm cos'^+^ -^^— sm -t— + cos^^^+^ r:— sm - 
2m âm Zm Am Zm 



T . . . T _ , , 37r . 37t , _ , , õti . 5x 

2m 2m 

(38) 

1 , , , (^ — ^3)7r . (m — 3)71: ,,(m~l)iz . (m — 1) tt m^ 

I — 2m 2m ^ 2772 2m 2^^^-i-2 

quand m ^ 4 ; 

í , n 71' . TC , o 371: . 371 , 1 „ ÕTT . ÕTv 

i cosi^+^ -^ — sm cos^^+^ 7T— sm ^ — -f cos^^+*^ -7^— sm 77— 

1 Zm Zm Zm Zm Zm Zm 

(39) l 

). , ^,„ (772— 3)71 . (771 — 3)7: ^,.(772 — 1)71 . (m~V)T ,.772 + 3 

— . . . + 008"^+^ ^— ^^ — - sm — -, — — Jl cos"^+3 ^— 7s — - sm ^— 7^ — — = 772^ -^-^ ? 
! " — 2m 2772 ^ 2772 2m 2"^+^ 

quand 7)2-^ 6 ; etc. 
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II convient encore de remarquer que le sècond membre de la formule (37) peut être mis 
sous la forme: 



km 



+ Bm 



2w-f-w 



ou 



A = S 



(__l)^+P+e-^-...,•! 



í!^!£!...X!(2!)^(3!)'...(y! 
au moyen de laquelle on voit qu'on a 



lira 

í3í=GO 



, TC . TC j 3% , S% , jÒ%.Ò% 

cos'^ TT— sm — r cos^^ ^c— sm -^ [- cos'^ tt— sm -^r— 



2m "'" 2m ' 2m 2m 2m 2m 

, (m — 3)r. . (??2 — 3)x_ ^(m— 1)7C . (m—l)i\ 



— • • ± ^^s' ^^^^T,-^ sin ^-^ + cos^ ^^^ sin ^^— J = O, 



2m 



2??? 



2m 



2m 



et 



lim|(2cos^) sin^ 



3:r\'^ . 3x , /^ (m-^3)7u\^^ . (m-~3)iz 

2cost7— sm- ...± 2cos^-— r — —) sm — ^ 

zm/ 2m \ 2m 1 Zm 



(m — V)%\^' . (m— l)7r~l 1 
_|- i2cos^ — r. — -] sm ^ 






2m j -^íi+i 

W2 



28. Considérons maintenant la somme S_n. 
On a alors (n.° 4) 



fe— w = 



2m— d 



37c 



ÕTT 



sm --— sm TT— sm -^- 

2m 2m zm 

% 3x 511 

COS^t:; — COS^TS— COS*^ TT— 

»_ 2m zm zm 



. (2m — 3)7C . (2m— 1)7C- 
sm -^ — ^ — ~ sm ^ 



-í- 



2m 



2m 



(2m— 3)7C (2m— l)x 

cos^ ^^ — ^ — ^ cos^ ^^ — ^ 

zm 2m -I 



et, par conséquent, 



S_íi = 



2m 



sm 



2m 



. 3x . ox 

sni -pr— sm — — 

2m , zm 



X 3x 5x 

cos^ T^ — eos*^ T{ — cos^ — — 

l_ 2m zm zm 



. (m— 3)x . (m — 1) 
sm ^ — ^r — '— sm 



2m 



2m 



(m — 3)x "^ (7ri — 1 ] 

cos" !^-^r — ^ cos^ ^^-^ — '- 
zm zm 



quand n est un nombre impah\ 
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De cette formule et de la formule (14) du n.*^ 4 resulte Tidentité : 



sm TT — sm 7^ — 

2m 2m 



sm 



X St: 



..+ 



2m 



(40) 



COS^TT — COS' 



2m 2m 



(m — 3)11 



COS" ,^ cos" ^ — - — ^— 

Zm zm 






ou le signe E s'étend aux solutions entières, positives ou nulles, de l'équation: 



p + 2ã- 



m . n — 1 



et ou i est donnée par Tégalité : 



^ = p + a+...+x. 



Pour déterminer les quantités ^,^5 i?m-25 'Pm-h Pm-Q-, • • • , qui entrent dans cette formule, 
on peut recourir à la formule connue: 



cosw2a?i = ( — 1)' 



1 ^ COS^^ÍCl H —^ cos* X{ 



0% (m^ 



(m2 — 22)(m2 — 42) 
"6l 



lio 

T 1 

cos^ íci +... + (— 1) 2^-1 cos"^ cci ? 



qui ne diffère pas de (36) que par la forme, laquelle donne, en ayant égard à (33), 



/ ^ W 3x\ / (2m~\)T: 

X — cos t;— - \\X — COS 77 — ... O? — COS ^ ^ ^ 

V zmj \ zm/. \ zm 



2m-l [^ 



2! ' 4! 



2 m2(wi2_22) m2(m2--22)(TO2-42) 



61 



x^ + . 



On a donc 



(-1) ■ 



(-1) 



(_1)2 m2K-22) 



2m_t " 2 ! ' ■^""'^ ~ 2'''-i " 4 ! ' 
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L'égalité qu'on vient de démontrer, donne, en y posaht m=i, 3, 5, . .., 



(41) 



tang— -tang^^-H-tang^-... 

m-r-i 

+ tang --2^— + tang -^~ = (- 1) .^ ; 

% ,3% " . b% 

sm-7:-— sm T^i — siíIt^ — 

2m 2m ' , 2m 



42) 



71 3 StI g ÕTI 

27?2 2m 2m 



COS^TT — ■ cos*"^ 



(43) 



, (7)2 — 3)71 . (m — 1)% 

sm^— sm — - — — m^i 

■ Jm-3)7r+' (m— l)x '"^~" ^ VT"' 

COS^ 7, — — cos^ 7^ 

2ni zm 

% •. 3x . õtl 

sm-?^ — sm^r — sm-T^r — 

2??2 2m zm 

„ 71 „ OTC f. OTl 

COS^-r — COS^-- — COS^-T — 

Zni 2m 2m 

(m — 3)71 . (m — 1)71 

-(_1) 2 



,(m — 3)rL^ J?72— 1)71 ' ^ 48 ' 

, COS^ r. COS^^ — 7^ ■ 

\ 2m . 2m 

quand m > 2 ; etc. 

29. Nous avons supposé dans toiít ce qui precede que m est un entier pair. Nous allons 
considórer maintenant le cas ou m est impair^ et, pour cela, nous donnerons à a^ h^ c^ . . . 
les valeurs: 

X 3x 5x (m — 2)x 

cos-—, cos-—, cos-—-, ..., COS^ — ^r —1 

2m 2m 2m 2m 

(m-r2)T. (m + 4)x (2m-l)x 

cos ^^ ^ , COS ^^ — , .... COS ^ — ^ '— • 

2m 2m 2m 

En écrivant alors la formule. (33) de la manière suivante: 

C0S7Í2CC1 r.,,, , l % \ / (m — 2k\ 

= ^m-i (,Qg g^^ _ (3Qg _ 1.1 eos Xi — cos ^ — — 

cosíTi \ 2m/ \ 2m / 

(m-f 2)x\ / (2m-l)x\ 

cosíci — cos- — - — ~] . . . cosíci — cos ■ ^ ' ? 
27n / \ 2m I 
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en dérivant, par rapport à íui, les deux membres de cette identité en en posant ensuite: 



X 3% (m — 2)z (m + 2)7r 



«>^ ' 9^ ' • • • ? 



2m' 2m 



2m 



2m 



(2m — l )7u 
2m ""' 



011 trouve 



m 



cos 



c^^ » ' ^ í 71 37r\ / TT 57i:\ 



2m 



cos 



-3 - = 2-i sm ^ (^cos — ~ cos ^) [cos ^^co.^,.,., 



2m 



cos 



— - — = 2^-* sm -^-- cos ^r— 
0% 2m \ 2m 



-'''i)(: 



5x 3x 

COS-r cos 77— / . . .. 

2m. 2m / 



2in 



m 



cos 



o^^i . (2m-l>/ (2m-l)x xW (2m-l)x ,3x\ 

^ 2m-l gin Ji ^ í cos ^ ^ COS -^— cos ^^ ^ ^- COS^^c— 

— l)x 2m \ 2m 2m/ \ 2m ^2m/ 



(2m-l> 
2m 



On a dono 



2m-2 si; 



sm 



«1 = - 



2m 



2''^^-2s;n^ 



wi 



, Pi=- 



3x 

2m 



2^^^-2 gin 



m 



, . . . , Xi = - 



(2/7Z^l)x 

2wi 



m 



etj par conséquent, 



2^—1 



/,4_i ^ • '^ h_i_i 3x . 3x , 

cos'^+* ^r— sm 7^ cos'^+* - — sm 77—+ • • • 

zm zm 2m 2m 



^4.1 (2^-3)x . (2m-3)x , (27w-l)x . (2m-l)x 

■ cos^+^ -^ — '— sm -^ — ^ + cos^+i -^ — -r ^— sm -^ — ^— 

2m 2m 2m 2m 



ou encore, en supposant que k est un nombre impair. 



S/í=- 



m 



,, , . X . X , , . 3x . 3x , 

cos^+^ -x-~ sm ^r— — cos^^+i -TC— sm -^ — \- . 
2m zm zm 2m 



I hJL.1 (w^ — 4)x . (?72 — 4)x__ ,(m — 2)x . (m — 2)x 
± cos'^+* ~^—^ — <— sm ^^~- — ^ JL cos'^ ^^-7c — — sm ^^— 7^ — ^ 



2m 



2m 



2m 



2m 
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Cette formule donne, en premier lieu (n.^ 1), 



, , . 71 . % , , . Sti: . 3tc 

008'*^+^ -7^ — sm -^ cos'^+^ -i — sm ^r~ ■ 

Am Am zm Am 



<44) 

I h\^ (^^^ — 4)71 . (m — 4)71 , , , (m — 2)% . im — 2)% ^ 

' ± cos'^+1 ^-K— ^— sm -^— - — -— q- cos^^+'^ ^—^ — ~ sm -^-;^ — — = O, 



2m 2m "^ 2m 2m 

quand & = 1, 3, 5, . . . , m — 4. 

La même formule donne ensuite: 

. 71 . Tl . 371 . Ólí , 
(3Qgm— 1 — gij^ ^ COS^-''- -TT — sm -r 1- . . . 

Am Am Am Am 

(45) ; 

Ji i (^ — 4)7r . (m — 4)71: , (m — 2)x . (m — 2)7l m 

2m 2m ^ 2m 2m 2^^ 

On voit donc que les formules (34) et (35), que nous avions démontrées prócédemment 
pour le cas ou m est un nombre pair, ont encore lieu quand ce nombre est impair. 

30o Pour considérer maintenant le cas ou k^m — 2, remarquons que les formules (33) 
et (36) donnentj en posant cos Xi = x^ 

%\ [ bT\ I (m-2)7r 

(m + 2)7r\ / (2m— l)7c\ 

X — cos -^ — - — '— . . . cc — cos — 1 

Am J \ Am / 



1L ^m-3 1 ^(^-3) _ ,n.(m-4)(m-5) 

22 "^ 1.2.2^ 1.2.3.2^ 



et qu'on a donc la formule: 

y . . % . 71 , . , 371 . 371 , 

cos'*'^^ — — sm — cos''+'^ 7v— sm tt— + . . , 

Am Am Am Am 

ii / 1^(^^ — 4)71: . (m— 4)71 ,,,(m — 2)x . (w — 2)7c 

{Aa\ /± cos^^+i ^-^r — - sm ^ ^ -^ qi cos^+^ ^ — —- ^ sm -—77—— 

^^^/ \ ^772 Am ' 1Í731 2m 

2™ '^ -^ * p!8!...X! ' 
oíi le sigue S s'étend aux soIutions entières, positives ou nulles, de l'équation 
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et ou 



{=p + ^+. .. + X, k = m^n — 2, 



m m (m — 3) 

--gF' f^- 1.2.2^ ' P'- 



m{m — 4) {m — 5) 
1.2.3.26 



laquelle est semblable à la formule (37). 
On trouve aussi, quand n est im/pair, 



2^^ 
m 



sm 



2m 



2m 



. 071 

2m 



. (m—A)% , (m — 2)% 

sm ^ — 7^ — — sm - 



2m 



2m 



, 7c i 371: 1 57i: 

cos^-^ ^r— cos^^-^ 7T- cos^^-^ TT— 

2m 2m Zm 



. I 

, (m — 4)x "^ , (m — 2)11 

2m 2m 



et, par conséquent, 



2m 



. 371 






(47) 



, Tl I 37: 



Dti: 



+ - 



. {m — 2)71 

2m 



COS"-'^ TT— cos'*-' TT— COS"-'^ TT—- 

2w 2m 2m 






COS' 



, (m — 2)71: 



2m 



ou 



et ou 



, , 1 représentent les solutions entières, positives ou nulles, de Téquation : 

p + 2^+. 



m — 1 ^ n — 1 



,-_P + 5 + ...+X. 



Pour déterminer les constantes ^m— 1? Pm— 3^ Pm-5j • • •? q^i entrent dans eette formule, on 
peut recourir à Tégalité connue 

711—1 



COS mxi 



COSíCl 

m (m^ — 1^) (m^ — 3^) 



(-1) 



m - ,, ^ cos^ x\ 



2.3 



771— i 



cos^íTi— , . . + (— 1) 2"^-icos' 



2.3.4.5 
laquelle, combinée avec la formule (33), donne 



7:\/ 37i\ / (m-2)TC\/ (m + 2)rJ 



~^Xi h 



X — cos 



{2m~-V)% 
2m 



m — i 



(-1) 



m(m — 1) 21 ^(^^^ — l)(m^ — 3^) 



:i — ^^ ^T-i^ — ■ — ■ íí?^ + — ^ — c^ ^ \ ^ — x'' - 



2.3 



2.3.4.5 
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et, par conséqnent. 



m—i 



( — 1) ,m 
Pm-i = 2^;íiq[ ' Pm-3 = 



m—i 

(-1)'^ m(m^-l) 
2»-i ' 2.3 



TO— 1 



í>m-5 = 



(-1) ' m(m2-l)(m2 — 32) 



2wi— 1 



2.3.4.5 



La formule precedente donne, en posant n = í, 3, 5, . . ., 



.TC . 3it , _ . (m— 2)x (— 1) 



TO+1 

2 ' 



.ir . 3x 



sm 



2m 



9. X ^3% 



COS' 



,(m — 2)7: 
2m 



m-\-l g i 

^ ^ 12 ' 



31. Une autre application analogue à la precedente est celle dans laquelle on donne à 
Gj, hj c^ . . . les valeurs : 



cos — , cos- 



2x 



m ' 



cos- 



-m — 1)7: 



m 



cos- 



^m + lJTi: 



m 



cos 



(m — 1)7: 



m 



En supposant que m est un nombre ^air^ et en partant de Tégalité 

- = 2^^—* ( cos Xi — cos — ) ( cos Xi — cos ) . 

\ m / \ ml 



sm mxi 



cos Xi — cos - 



sm Xi cos Xi 
m 



cos íci — cos 



- m + 1 ) TT 



w 



cos Xi — cos 



(m — 1)71 
m 



on obtient la suivante, qiiand h est impair: 



9m I 



S/, = — I cos^+* — sin^ — - cos^+i — sin2 — +...+ cos^+^ 
" mm mm 



m m 
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On a donc 

í-^m— Ijx í-^m — iW 

Qos^c+i JL sin2 JL ^ cos^+* — sin2— + . . . ± cos^+* -^ — sen^ — — = O, 

m m m m m m 



quand Ã;= 1, 3, 5, . . ., m — 5. 
Quand /t: = m — 3, on a 



QQ^m-i — ^^^z — . __ cos"*— 2 — sin^ — + . . . ± cos^-2 • sm^ 



(^^-l).^ (^ra-iy 



m m m m m m 



Quand /i;>'m — 3, ou trouve 



cos'^+* — sin^ cos^+* — sin^ (- . 

mm mm 



m m 2^ ^ -^ p!ã!...X! ' 

ou 8, ^, . . ., X sont les solutions entières, positives ou nulles, de Téquation 

et 

i=P+^+. .. + X, k = m + n~3. 

On voit au moyen de la formule: 

- = 2 [(2 cos xi)^-^ - (m- 2) (2 cos x^)^-^ + (^-3)(m-5) ^^ ^^^ ^^^^^_g _. _ T 



sm TWíci 



sm Xi cos íci 



que les valeurs de p2, ^4, . . . sont alors données par les égalités 

m—2 (m — 3)(m — õ) (m — á)(m — ò)(m — 6) 

On voit encore, au moyen de la formule 

sinmxi , ^■"^"r m(m'^~2^) ^ , m (m^ — 2"^) (m^ — 4'^) , 1 

—. = (— 1) l'^ ^-^, ^COS^CClH ^^- -/ • ^COS^íUl — ... h 

smícicosíci Lo! o! J 
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qu'on a, quand n est impair, 



Z m 



-m — 1 X 



sin^ 



7)1 m 



+...+ 



r72— l 



-m — 1\% 



m 









On considere d'une maiaière analugue le cas ou, m étant impair, on doione à a^ h^ c, 
les valeurs 



% 2x 3x (m — 1) X 

cos — ? cos — - ) cos > . . . , cos -^ — ■ 

m m m m 



32« En passant à une autre application, supposons que a^ b^ c^ . , , sont les racines de 
réquation 



x'^ + 



1 



y,??Z— 1 . 



2! ' 3! "^■■■"^m 






et que, par conséquent, 



(1 — ax) (1 — bx) (1 — cíc) . . . = 1 + 
La formule (7) donne alors 



1 



2! ^ 3! 



+ ... + -T 



7?2 ! I 



^I 



2^a!p!.. A!(2!)P (3 !)'... (m!)^ 
a, p, . . ., X étant les solutions entières, positives ou nulles, de Téquation 

a. + 2^ + ,.. + m'k = n, 



et 



z^a + ,3 + ... + X. 
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En comparant cette formule à Texpression suivante des nomhres de Bernoulli^ que nous 
avons donnée dans notre Curso de Analyse {Calculo differencial^ 3^ ed., 1896, p. 236): 



B«=(-ir^'-feíi4s(-i)^ 



i\ 



2^+ia!|5!...X!(2!)P...(72!)^ 



ou 






on trouve 



_ -í^ 2(2"+i-l ) 

^m+w-1 — V ^) ' f?z + 1) !~ ' 

quand n~^m. 

Nous avons ainsi une formule qui lie les valeurs de S^^-^^— i ^ celles des nomhres de Ber- 
noullij, et qui fait voir que, quand 7i est un nombre pair^ on a Sm^n—i = O* 

33. Comme dernière application nous allons chercher les coeíBcients qui entrent dans 
le développement 

■■So + S'iXÍ- S'^x^ + . . . + S>^ + . . . 



(1 —x) (1 ~2x) {l — Sx) , . ,{l — mx) 
On a premièrement (n.*^ 2) 



Mais (n.^ 1) 

(— 1)"^-1 



^n — ^m-f-íi — 1 • 



][m-f-n— 1 2^+^~l 3"^+^~^ 



(to — 1)! l.(m-2)! ' 2!(m — 3)! 



^^ ' ' (m-l)!j 



j ][m+w — í ^ j 2^+^ + ( '^ ) 3^^+^ — .• . . + ( 1 )^~^ m*"+^ 



Donc, en ayant égard à une formule de la thóorie des dififérences finies, bien connue, on 
trouve 

s; == — r A"^ 0^+^. 

ml 
En remarquant qu'on a aussi (n.^ 1) 
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ou p^ qj r, . . , , s sont les solutions entières, positives ou nulles, de Téquation 

on peut encore écrire Tégalité precedente de la manière suivante: 

Si li' . 2?. 3^ . . .m^ = — r- A^^^ 0^+«. 
ml 

Cette formule, donnée par M. d'Ocagne dans les Nouvelles Annales de Mathémaiiques (3® 
série, t. ii), est un cas particulier d'une autre, attribuée par M. Cesàro {Nouvelles Annales^ 
3^ série, t. iv, p. 69) à Fergola, que nous obtenons en donnant, dans Tidentité de Gauss, à 
Uy h, c, , . , les valeurs 

On trouve ainsi 

^ 'Lm! l.(m — 1)! 2!(wi— 2)! ^ ^ ml 

^"■^^^"" (l) (^+1)"+"+ (2) (^ + 2r+^^-... + (~l)-(í + m)-+- 
^t, par oonséquent, 

^ ml 

Mais on a aussi 

Sm+n==^itP{t+l)i(t + 2y . . .{t + m)', P^ + qJ^r + ... + s = n, 
Donc 

f 1 )m 

Si tP (t+iy..Jt + my = -^^ — -r— A*^ P^+^. 

ml 
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INTRODIJGTION. 



lo Boitf(x) une fonotion holomorphe dans í'aire limitée par celle des ovales representes 
par Téqnation |sin2;| = c^ oii z = Xi-^iyi et c^l, qui a le centre à Torigine des coordonáes. 
Nous avons démontré dans un travail publié au tome cxvi, pag. 14, de ce journal, que la 
fonction /(íc) peut être développóe en série ordonnée suivant les puissances de sincc au moyen 
de la formule 

(1.) fi^)= 2 A«,sm"^í:c, 

w=0 



OU 



Ao-=/(0), 
y'(2.) (0) + S£?/<2^-2) (0) + . . .+ SrV^'^ (0) 

Mn = 



A 



{2n) ! 



^^+*~ (2.2 + 1)! 

S.jf représentant la somme des produits distincts des nombres 

22, 42, 62, ... (292-2)2, 
pris m à m^, et s-^',"!^ la somme des produits distincts des nombres 

]2^ 32, 52, ... (272-1)2, 

pris aussi m à ^)i. 

Nous allons dans ce travail faire application de cette formule à la détermination de quel- 
ques intégrales définies particulières et á la démonstration de quelques relations entre les 
nombres de Bernoulli et entre les nombres d^EuIer, qui, nous croyons, n^ont pas encore été 
remarquées. 
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I. 



Sixr^ <lxxelq_"o.es iiitograles cloíinies. 



2. On sait que, si la fonction /(íc) est développable en série de la forme (1.), on a 

1 .r f{z)GOSzdz 



2iJ 



le contour de Tintégration étant une circonférence de rayon égal à p, ayant le centre à Tori- 
gine des coordonnéeSj telle que la fonction considérée soit holomorphe dans Taire qu'elle limite. 
En posant dans cette égalité 

on trouve 



r 



jo 



,iO\ Jd 



/(j3e*^)cosípOe' 



sm' 






et par conséquent 



/ 



2^ fi^e'^) cos (<^à^) sin^+t (pg-tQ) gifl g q 



A7J^7C 



[e2 Psin6_2 cos 2 (p cosd)+e-^^ ^'""^T^' S^^+^p 



En supposant maintenant que /(O), /'(O), f"{0)^ ... sont des quantités réeiles et en 
posant 

F (i6) =/(pe^'^) cos (pe^^) sin^^+i (pg-^*^) é\ 



on trouve 



o 



[F(ie)-F(-ie)]áe 



5=0, 



|_e2psmfl_2cos2(pcose) + e-2psinf']" 
[e2 PsinÔ _ 2 cos 2 (P cos d) + ^-^ psinÔJ2«+i 



[/(2«) (0) 4, S-il'/»^"-^) (0) + ■ ■ . + Sr'> /'^' (0)]^ 
(2n) ! 2*» p 

stt [f (íô) + F(-^•e)]c^e 



/ 



[e2 P sin 6 _ 2 cos 2 (p cos 6) -\- e-^ P «'^^ '']^''+^ 



^f&n+i) (0) + ,C.)^, /(2« -1) (0) + . . .4. 3(..Y, // (0)] ^ 

(2« + l)!2í"+2p 
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On peut écrire ces égalités symboliquement de la manière suivante : 

[e2 p sin 9 _ 2 cos 2 (|3 cos 6) + e-^ P sin ^J'^^ 



r 



_ P (0) [P (0) + 2^] [P (0) + 4^] . > . [/^ (0) + (2n - 2)^] ^ 

j [^2 psin O _ 2 cos 2 (p cos d) + 6-2 psinGJ2n+2 

._ /(Q)[7^(0) + l^][/^(0) + 3]...[/^(0) + (2n-l)^] j: 
(27Z + 1) 12*^+2 • p 

3. Nous allons considerei' maintenant que! quês cas particuliers. 
Soit premièrement 



COSÍC 



On a 



et, par conséquent, 



1 , , - 1.3...(2n-l) . . 

cosíc í^^i 2.4. . .2?2 



/i^ 



C?^ ^. 1.3. ..(272-1) 

— 2iTi: — ^ , — ^ ? 



sin^^-^i^ 2A..,2n 

ãz 



Ç dz 
J sin^^^; 



= 0; 



ou, en posant z = ^e' , 



p^ sin^''+' (pe-^») e»" d6 1.3...(2ra- l) x 

/ y^ Psin 6 _ 2 cos 2 (p cos 6) + e-2psÍDej»+i - 24«+i.2.4. ..2"^ ' 



2^ sin2^^ (P6-^* V'^^^ _Q 



[62psin0_2cos2(pcos0) + 6-2P™O7^ 

Si Ton remarque maintenant qu'on a 

g— Psin0_|_gPsin6 g— psin0_gPsinG 

sin (Pe~~^^) = sin (p cos 6) -^ + 2 cos (p cos 6)- 



2 
_ i. [e2 psinO _ 2 cos 2 (p coso) + e-^ Psinfl] ^ (cos m + i sin w), 
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ou 



O) = are tang- 



3sin6 g psin( 



•COt(P COS0), 



on peut encore éorire 



/ 



27U cQs[0 + (2n + l)co] + ^sm[6 + (27^-|-l)(o]^<9 _ 1 ,3. . .(27^- 1) _7r_ 

^2^Eí ~~ 2^^.n! ' p 



et, par consequent, 

/-St: 



i 



cosr0 + (27z+l)(o]íí6 



1.3. ..(2?i-l) 71 



iJnfl 



O [e2psm6_2eo3 2(p cos ^) +íí"2p^i^^] 

o [62?sine_2cos(pcos^) + 6-2P^^^^] 

On trouve de la même manière 



2^\nl p 



-2«+l 



= 0. 



o 



GO^(6 + 27io))dd 



[62psin0„2cos2(|3cose) + e-2P«i^^7' 

: sin (d + 2n 03) ãO 

[e2psin6_2cos2(Pcose) + 6-2psi^' 



:0. 



4. Considórons maintenant Ia fonction 



/(a3) = ír- 



,2/r 



On a vu, dans le travail précédemment rap porte, que le développement de x^''^ en série ordon- 
née saivant les puissances de siníc est donnó par la formule 



" = sin^^'' X 



1+ s 



sír^' 



n^ic-i-i {2k+l){2k + 2)...,2n 



gij^2(í2-/0^ 



Nous avons donc 



' z^^^ coszdz 



^in^^^+^í 



==2ÍT. 






{2k+l)(2k + 2). 



T27z' j 



2;^'' 008 zdz 



= 0. 
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Mais 



/ 2;^^^' Qos z dz 2k Cz 
J sin^ z m — 1 J s 



Donc 



sin^^ z ~ 2k{2k + l)(2/b + 2) . . . (272^1- 1)' j sin^^-^^ "~ * 

s s 

En posant maintenant z — pí^ifl et en employant ensuite une analyse semblable à oelle qu'(">n 
a appliquétí au oas considere dans le n" précédent, ou trouve les résultats suivants: 

2- cos2(lá + nm)dd S^;» t_ 

[ e2psme_2co8 2(pcosp) + e-2p«''iO]'' ~ 5á'2"-^2/í(2Â; + l)...(2n-"T) ' p' 

p^ sin 2(^:6 + « co) áê 

j [e2psm9_2cos2(pcos(5) + e-2P«n8]''~ ' 

^2x cos r2A;ê + (2w — 1) co] cíÔ 



/ 



2«— 1 

2 



[6 2Psin6_2cos2(Pcose) + 6-2P™9] 
'271 sm[2kd + (2n^l)ití]dd 



[e.sPsinO _ 2 cos 2(P cos 6) + e-^PsinÔ] 
II convient de remarquer le cas particulier ou k = l, On a alors 

St-^^== 22. 42. 62... (272-2)2, 
et, par conséquent, 

r^T. 00^2 {d + n(^)d d [(n — 1) ! ]2 % 

j [^ 2psm 6 _ 2 cos 2(P cos 6) T^e-^P^i^ ^J" "" 2[2n ~1)\'Y' 

5. On considere de la même manière la fonction íc^/c+i^ ^q^ií le développement ordonné 
suivant les puissances de siníc, donné dans le travail précédemment indique, est le suivant: 



Hosted by 



Google 



On a d'abord 



328 



^2/^+1 cos 2 í/^ ^. <:^? 



sin2«+2 ^ {2k + 2) (2A; + 3) . . . (2^1 + 1)' 



s 

La première égalité donne ensuite 



' — úlTZ- 



sin2«+í z M + l j 8Ín2''+2 z (2k + l)(2k + 2) . . . {2n + 1)' 

et, par conséquent, 



^•27U 



l [e 2psin G _ 2 cos 2 (P cos d) + e-^P^"^ ^]^"+'' 

(272+l).â^í> 



24n+i (2/^+1) (2/í; + 2) , . . (2n + 1) * p-j-i' 
On trouve, au moyen de cette égalitó, les résultats suivants: 

"27U cos[(2fe + l)^ + (272 + l)co]^^ 







2n4-l' 


-g2psin6_2cos2(pcos6)+e- 


-âPsinO ^ 






71 




2-^'H^^^ + l)(^^^+^) ' 


. .. 272 'P+l' 


f27U 


sm[(2A;+l)0 + (2n + 


1) 03] (Í0 



O [,2psin6_2cos2(pcos^) + e-2p^i^^] ' 
Ou trouve aussi 

p^ cos [(2/í: + 1)19 + 272 co]cZ6 _ 

j [g2psm6 _ 2 cos 2 (P cos 0) + 6-2psm9]^^ -^ ' 

'2- sin[(2A: + l)0 + 272(oj6/0 _ 

Ppsin Q _ 2 cos 2 (P cos d) + 6-2psi^^ GJn - 

Les formules obtenues au n.^ 3 sont comprises entre celles qu'on vient de trouver, comme 
on peut le voir en posant k = et en ayant égard à Tégalité 

4»)^, ^3^52. 72.... (272 -ly^. 
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et entre les noiTil3r*es cVEiiler* 



O. Appliquons la formule (1.) à la fonction-^ — . 

sm íc 

Comme on a 

/(O) = 1, /" (0) = 2 (2 - 1) Bi, r (0) = 2 (23 - 1 ) Ba, . . . 

/<2«)(0) = 2(22«-<-l)B2„_i 
et 

/(0) = f"(0)^...=/(2»-i)(0) = 0, 

Bd, B3, B5, . . représentant les nomhres de Bernoiílli^ on trouve 

. = si„. + 2 g(^-"-'-l)B.,-. + Sg(2^"-3--l)B.„_3+...+Srn2-l)jB,^.^,„^,^^ 



Mais, on a 



, ^50 1. 3. 5 . . . (2?2 — 1) . ^ , , 



En comparant ces deux resulta ts, on obtient la relation de récurrence entre les nomhres 
de Bernoulli: 

l (22»-i - 1) B,„_i + SS (22»-3 _ 1) B,„_3 + . . . + Sr '> (2 - 1) Bi 

(2-) [1.3. 5. .. {2n-l )f 

[ " 2(2« + l) ~- 

VOL. II 0,0 
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II resulte iinmédiatement de cette identité la représentation suivante des nombres consi- 
deres au moyen d'uii deteriniiíant : 



B^n— 1 ^ 



2 (22^-1 _1) 






Ui 



O O 



Q(H-2) 
Q(n-3) 



OU 



[1.3 ... {2n-l)f [1.3 ...(2n-3)]2 

ÍÍ27Z— 1 = o„ I 1 ? ^2)i— 3 = r; ^ ? 



27^+l 



2n—l 



m ■■ 



En posant 



B.„_i = (22»-i - 1) B,„_„ B;„_3 = (22«-3 _ 1) B,„_3, . . . , 



OU peut écrire symholiquement la formule (2.) de la manière suivante: 



B^ [B^2 + 2^] [B'2 + 42] . . . [^ + (2n - 2)2] = -^ ^^n-i , 



ou on doit remplacer, après les multiplications, les exposants des puissances de B^ par des 
Índices. 

7, En partant de la fonction tang x et en employant une analyse semblable^ on trouve 
une autre relation de récurrence entre les nombres de Bernoulli et une autre expression au 
moyen d'un déterminant des mêmes nombres, ou figurent les quantités représentées par s^n+i» 

On a, en effet, 



/,0, = ?<?1^B,. r(0) = ?!e^B.,...,/-«(0,^^"^^^B: 



'2w-{-l 7 



/(0)=/"(0)=...=/P«)(0) = 0, 



et, par conséquent, 



tang cc = E - 

w=0 



02w+2 1 02w 1 



(2n + l)! 



92 1 

+ 2— — <iBi 



sin^^+^íc. 
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Mais; d'un autre côté; on a 



- 1.3.5 ... (2^2-1) . . . 



n=0 



2 . 4 . . . 2n 



En comparant les deux développements on troúve la relation de récurrence 

/ 92(n+l)_1 22^^—1 2^ — 1 

1 ' 71 1 



(3.) 



dont on tire 



n-\- 



= [1.3.5... {2n-l)f (271 + 1), 



•02n+l 22«+l(2'-^^^^+'^) — 1) 



V2n-1 




s(2) : 

^2w+l ' 


q(n] 

^2n+l 


^2n-3 


1 


9(1) : 

^2í^-l • 


^2n-l 


'^2n-5 





1 : 


g(n--2) 



o o 



ou 



^2,_i = [1.3.5...(27i-l)]2(2n + l), t?2n-3 = [1.3.5...(2n-3)P(27i-l), 



En posant 



^„ 22«+i(22(«+i)-l) , 22^-1(2^^-1) ^ 

-D2n+1 = —z -D2m-]-l 5 -D2?í— 1 = -Bâw— 15 • ' • , 



on peiít écrire, symboliquemeirt^ la relation (3.) de la manière suivante : 



jg// ^jg//2 _J_ 12J [-B//2 + 32-] _ . [B^/2 _|_ (2,, _ 1)2J _ ^.,^^^_ 



1 ) 



OU on doit, comme prócédemment, remplacer, après les niultiplications, les exposants de B^' 
par des Índices. 

8o On peut trouver encore une autre relation interessante entre les nonibres de BernouUi 
en partant du développement suivant de íccotcc, qu'on obtient au moyen de la formule (1.): 



XQ.oix=l— S 



2^- B2._i + Sg 2^^-^ B2.-3 + . . . + Sr'^ 2^ Bi 

[271)1 



sin^^íc 
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et en le comparant au développement suivant: 

, ^ 2. 4. 6... (271-2) . , 
n=i 3.D...(2n+J) 

que nous allons démontrer. 
Posons 

CO 

et, par conséquent, 

2 cot ^ cos 2 cos 2; ^ . . g 

— == — . ^ , , — L A^2n sm^*^ s , 

sm^^+i ^ sm2«+^ ^ ^_o 

et intégrons les deux membres de cette égalitó le long d'une circonférence s ayant le centre 
à Torigine des coordonnées et dont le rayon soit assez petit pour que cette série soit conver- 
gente dans Tâire que la circonférence limite. Puisqu'on a 



/ — : =0, (m-^1) 



et 



on trouve ainsi 



Mais, nous avons 



et, puisque 



et, par conséquent 



nous avons aussi 



/Q,o^zdz ^ , 
—. — -=2ix, 
sm^ 

s 



. ^ t z cot z cos z dz 

Mn 



.2i% / sin^w+i^ 



rzQoizco^zdz Ç zdz f 

j sin^^^+i z J sin2«+2 2 ""/ 



zdz 

sin2«+2 2 / sin^^' 



, - 2. 4... (272-2 ) 1 . ,^ 

^_oj 1.3... (272 — 1) 72 



Z 2. 4... (272-2) . ^ , 
2; = cos 2; L — — -.-Y- sm^^-'^ 2, 

w=2 1.0... (271 — 1) 



r^dz_^ 2A^^^^n-_2l r zdz 2.4.. ■2n 

/ sin2»2! 1.3...(2ra — 1). J úxi^^+^z 1.3...{2«+1} 
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Donc 



^'^ = -2hí I 



zQoizQ,o^zdz 2.4...(2n — 2) 



sin2»^+i z 



1.3.5. ..(27Í+1) 



Le deuxième développement de xqoíx précédemment indique resulte immódiaíement do 
cette égalité, et, en le comparant au premier, on trouve la relation 



(4.) 



[2.4.6...(2ra-2)P2w 
"~ 2M^1 ' 



qui 



i donne 



Ba»-! = 



2-2« 



«2n-2 


k52„ 


s?„' 


; sr*> 


M2„_4 


1 


s^l>_., 


: sr-% 


«2)1-6 





1 


^2(n-2) 


Uq 








: 1 



OU 



^2w-2 = 



[2.4...(2n-2)]^2n 

' 272+1 



' ^2w-4 = 



[2.4...(2n-4)]^2(n-l) 



9. On peut troiiver pour les nomhres d'Euler des relations analogues à celles qu'on vient 
d^obtenir pour les nombres de BernouUi, 

En effet, en représentant ces nombres par E^, E4, Ee, . . ., on a 



(5.) 



1 

cosa; 



E2_ 

9t 



E4 
4! 



= l + ^a;2 + ^^. + ^^6^_..... 



Ee 
6! 



et, par conséquent, en appliquant la formule (1.) à la fonction 1 on trouve 



cos 03 



COS X n=i 



y J^2k ^ >^2n J^2(n-1) H^ • 



(2n)! 



: sm "íc. 



Mais, d'un autre côtó, on a 



= 1+-— sin2í^+. 

cos X 2 



1-3. ..(272-1) . , 



2A...2n 
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Donc nous avons la relation de récurrence suivante ent.re les nombres à'EuJ,er: 
(6.) E,„ + S^'„> E,(„_„ + . . . + Sr„-'> E, = [1 . 3 . 5 . . . (2« - 1)]\ 

dont il resulte Texpression, au moyen d'im déterminant, des mêmes nombres: 

«2n— 1 ^2,1 ^2n 



Esri = 






■*2n— 3 



(n-3) 
2(«-2) 






10 



oti 



a2„_,=[1.3.5...(2w-l)P, a2„_3 = [1.3.5...(2«-3)p, .... 

sin íc 

lOo Coiisidérons encore la fonction ,— , pour trouver une autre relation entre les nom- 

cos-íc 

bres à'Euler^ oíi figuren^; les nombres representes par 4n-Vi' 



Puisque 



smx E4 3 , Le . . 

cos^íc d! 5! 



on 



/(0) = 0, /'(0) = E2, /"(0) = 0, ..., /(^''>(0) = 0, /(2«+í)(0) = E,„+„ 
et, par conséquent, 



_sm^_ g E,„+, + s^:^, E,„ + . . . + s^^, E, ^.^,„_^., 



- sm""f" X. 



Mais on a aussi 

Donc 

(70 
et 



: sin ít? + sin'^ X + sin^ íc + . . 



E..+. + 4:Vi E,, + . . . + 4;;Vi E, = (272 + 1) ! 



\^^lt-]- 1.J . i>i2n-fl ^2n-f-l • ^2n-fl 

(2«-l)! 1 <L, : sU 

E2„+2= (2«-3)! O 1 i 4';,-4> 

1 O O ; 1 
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Les formules (6.) et (7.) peuvent être écrites symboliquement de la manière siiivante : 

E2 rE2 + 2^] [E2 + 42] . . . [FJ + {2n - 2f] = [1.3... (2n - 1)]\ 
E2[E2+P][E2 + 32]...[E2 + (2n-l)2]=:(2^+l)!. 

11. La méthode qu'on vient d^employer pour trouver quelques relations entre les nom- 
bres de BernoulU et dCÉuler donne aussi des relations entre les nombres representes précé- 
demment par S^^^ et s^"^^!. Nous indiquerons ici la suivante 

qui resulte d'appliquer les formules (1.), (2.) et (3.) à la fonction sincií?, et la suivante: • 

S^';>H.,) - S<-^!!, + S<-^1, - . . . ± 1 = [i . 3 . . . (2n - 1)]2 {2n + 1), 

qui resulte d'appliquer les mêmes formules á la fonction cos x et de comparer le résultat au 
développement 

1 . , 1 . , 1.3 

cos x = l — ^ sm"' X ^ ^ ^ç, sm-* x - 



2 1.2.22 - 1.2.3.23 
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I. 

ON THE RECTIFICATION OF BOOTH'S LOGARITHMIC ELLIPSE AKD LOGARÍTHMÍC HYPERBOLA. 

(The Quarterly Journal of puré and app]ied Mathematics, t. XXXYI. laondon, 1904). 



The geometrical representation of the elliptic integrais of the tliird kind caused Booth to 
consider two curves of double curva ture which he named the íogaritlimiG ellipse arid the loga- 
Tithmic hyjperhola in his important work — A Treatise on some new geometrical methods (Lon- 
don, 1877, t. Il^ p. 5.1 and p. 76) — where it is shown that the rectification of those curves 
depends on elliptic integrais that are subsequently reduced to Legendre's fundamental forms 
of the first, second, and third kinds. 

In order to obtain this reduction the eminent mathematician, Booth, employs a special 
analysis for each of these two curves, but nevertheless there exists between their equations 
the same simple relation that exists between the equations of the ellipse and the hyperbola. 

The natural and simple methcd employed in the case of the logarithmic ellipse is not 
easily employed in the case of the logarithmic hyperbola, as the author says, therefore ano- 
ther method is used, but this one is not so simple and rather artificial. 

Now in this paper I propose to undertake the above mentioned reduction by means of an 
analysis applicable to both curves, and which in the two cases is not less natural or less 
simple than Booth's analysis. 

I. 
On the logarithniic ellipse. 

The logarithmic ellipse is the intersection of the paraboloid of revolution and the elliptic 
cylinder with the saiiie axis; the equations are therefore 
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The element of tlie are is given by the formul 



a2_52\2 f,. 



yí (A;2 + «2_52)^2_J2p 



Assuming now 



r/2 -^ 7)2 



^2 

wliere A, B, C are given by the equations 



/>2 _ r/2 
B==— — --, A + = ^2 + ^2 -62^ AC = -6%2^ 



we infer that A and C are the roots of the eqnation 

(1) X2 - (A:2 _|_ ,fi __ 52^ X - b^k^ == O, 

and the above formula riiay be written 

Now if we put 

A + Btf = {G + Bt/)-^t\ 

Kj 

we obtain 

(C-A)2A t^dt 



(2) ás = 



A: V^ C V (A + B6--^j (1 -/zí^ ^ j (l-t^) (1 -/ ^2)} 

where 

_A .,__ A^ C+B Z)2 ^ A C-(ri^-^2) 

C' '^^~ C 'A-f-B62~ C ' A--(a2-62^ ' 

In this formula ji*2 is positive and thei'eforeJ real; this may be proved by observing that 
A and C have diíferent signs as weli as C~(a^-~h'^) and A — («2 — 52), these four quantities 
being the roots of equations (1), and 

Xf _ (7^2 j^ 52 „ ^2^ Xi - aV = O, 
the latter resulting from the substitution of Xi -\- a'^ — ^2 {q^ x in (1). 
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We may farthei- prove thsit j'^ < 1. 

Ássuming A to represent the negative root of (1), tlie above inequality is equivalent to 



A I C - («2 - 62) 



O \A\ + a^-b^ 



<h 



whicli is satisfied by the values of A and C, since | A j < C. 

Substitutins' now in equation (2'i for ,^ - 7— r^ the value 

^ ■ (1 —lit:^)^ 



{i—ht^^f h 



(l_A^2y2 l-hV^ 



we obtain 



(C-Ay^A 



and putting 



dt 



dt 



{i-hP)^\(i-t^)^i-fr^^[ ^i__./,r2^Y!(i-^^)(i-/^"^)lJ' 



t = sin cp, K = 



(C-A)2A 



we find 



s = K 



/£V/CV(A + BÒ2)' 



do 



A'f=i/(l-/sm2'f), 



dd? 



(([—/isiti^cp) Acp J (1— /ism"^cpy^Acp _ 



Using the following resiilts (easily obtained from well knowii formulse for the reduction of 
elliptic integrais) 



d^ 



h^ 



{1-h sin^ cp)2 A'f 2(1- h) [h ~f) 






y^ 



h^ 



ún(D cos (p Acp 
1 — /isin"^(p 

d^ 

(1 ~ hsm^(D)^'f^ 



(i-;..„..,A = (,_^)/i+*^,,,, 



j-^/J zicp J^ 



which give 



d(D 



If^ 



{l—h ÚW^ ^^f A'i; 2(1- h) [h ~f) 



sin o cos (D A' 



Cp lACp 



1 — /^sin'^ 



y2 - A Y c?cp 1 r ^ 3/ ~ 2/?j"^ - 2/^ 4 h^ 



^f-hfd^ , 1 f\ , 






(] — h sin- Cp) Aíp 
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we find 

K r A^ sin cp cos tp Acp 

By this formula we obtain s, and it follows that this quantity depends on elliptic integrais 
0f the first, second, and third kinds. 



II. 
Oii tlie logaritliMic hyi)erlbola. 

We proceed now to consider the logarithmic hyporbola, which is the intersection of the 
paraboloid of revolution and the hyperbolic cylinder with tbe same axis. 
The equations of the curve are 

2kz = x^ + rf, -^-1^ = 1. 

Comparing these equations with the equations of the logarithmic ellipse it will be seen 
that we can transform the expression of ãs given by formula (2) to the expression of ds in 
the case of this latter curve by substituting, for 5^, — b^j and we get 



K 



2{i-h)ih^f) 



h'^ sincp coscp Acp 
1 — A sin^ cp 



+ hf^<f d^ + {f - h)J^ + [h^ -i^)/— *^ 



where 



Acp ' ^ -^ 'J (l-Ãsin2cp)AtpJ 



, A .„ A C-Bb^ A 0-(a2 + 52) ^^ (C-A)2A 



A and C are now the roots of 

X^-(k^+a^ + b^)X + ò^k^ = 0. 
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As in the preceding case it will be similarly found that A and G have the same signs, 
and A — (cê-^-l!^) and C— (a^ + 5*) have difFerent signs; thereforej^ is negative and j imagi- 



nary. Let<p = -g-x — tj), we have ttien 



K 



2{l-h){h-f) 



li^ sin çj) cos cj) Acj; 
l — h cos^ ç|) 



--nJL^^-iP-K)f^-.ih^-f)J 



d^ 



l\^here 



If now 



wliere 



we obtain 



Ac); ^'^ *' V(l— /^cos"^cj>)Acj;. 

A(|^==:/(l-^/cOs'-c!;). 

A'j; = ^/(l-/)v/(I--j'?sin2fj, l-Ãcos2c[í = (l-/^)(l-Ãlsm^c|>), 



Ti 



__r ^ 



Ãi = 



Ã-i 



K T ;^2 sin (j, cos tj; Af -"m C\ y j\ 

f-h rdi^ if^—f r ã<\> 

V/(l-i^)J Aic]; ~ (1 - Ã) t/ (1 -^2) j (1 _ Aj sin2 



(|;)Altj) 



where 



Aicl>=i/(l--i?sin^cj;). 
The above expression of/J proves that /i is real and thaty;^<l. 
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II. 

SOBRE ONA PROPRIEDAD DE LAS CÚBICAS CIRCULARES. 

(Revista trimestral de Matemáticas, t. IV. Zaragoza, 1904). 

Es bien conocido el siguiente teorema, relativo á las cúbicas circulares: 

Si ima circunferência corta á una cúbica circular en ciiatro jpuntos A, B, C 3/ D, cada 
una de las rectas AB y CD corta á la curva en un tercer pimto^ E ?/ F, tales que la recta EF 
es paralela d su asintota real. 

Las rectas AC y BD gozan de la misma propriedade asi corno las rectas AD y BC. 

En una excelente obra de Basset(^) se halla una demostración de este importante teo- 
rema, por médio de las coordenadas trilineales. A esta demostración puede darse una forma 
más elemental, recurriendo á las coordenadas cartesianas oblícuas, conforme, se verá. 

Sean 

{x^ + ?/2) {px ;+ qy) == Ax^ ■+ Bxy + CyH- Dx + Ey + F, (x — xi)^ + {y — yif = E^ 

las ecuaciones de la cúbica y de la circunferência consideradas. 

Aiiadiendo á los dos miembros de la ecuación de la cúbica la expresión 

K + y\ -" ^^^i — %^i — R"^) (:px-\- qy), 

puede reducirse esta ecuación á la forma 

[{x-x,f + {y-yif-n^]{px + qy)==k,x^ + Bixy + Ciy''^ + 

mediante la cual se ve que los pantos de intersección de la cúbica con la circunferência dada 
coinciden con los puntos de intersección de la misma circunferência con la cónica cuya ecua- 
ción es 

AiíK^ + Bi^y + Cl/ + Dix + E,^/ + F = 0. 



(^) Basset — An elementary Treatise on cubic and quartic curves. Cambridge, 1901. 



Hosted by 



Google 



345 



Tomando aliora para nuevos ejes de coordenadas las rectas AC y AB, poniendo AC = a 
y AB = ô, y observando que las equaciones de la cúbica, de la cónica y de la circunferência, 
referidas ai nuevo sistema de coordenadas, deben dar íc=0 y x=^a^ cuando se haga ^ = 0, 
y que deben dar ?/ = è y = h, cuando se haga x = 0\ se ve que estas últimas ecuacione» 
deben tener la forma 

(1) Mx {x — a)-\- B^xy + Cg?/ (y — b)== O, 

(2) x(x-a) + Kxy + y(y-h) = 0', 

y que, por consigaiente, Ia ecuación de Ia cúbica^ referida también á los nuevos ejes, debe ser 

(3) [x(x — a)-\- Kxy -}- y (y — hj] (p\ x^ qiy-]- ri)= Á^x (x — a) + B^xy + C23/ (y — b). 

Esto sentado, eliminando y (y — b) entre las eeuaciones (1) y (2), se obtiene la ecuación 
x = 0^ que representa hi recta AB, y Ia ecuación 

(4) (A 2 - C2) (x-a)-}- (B2 - KC2) y = 0, 

que debe representar la recta CD; y, substituyendo en la ecuación (3) B^y por su valor dado 
por la (4), se obtiene la ecuación (2), que representa una circunferência ya considerada, que 
pasa por los puntos D y C, en que Ia recta DC corta á la cúbica, y la ecuación 

2^íX + qiy + ri = G^^ 

que representa una recta que debe pasar por el tercero de los puntos en que la DC corta á 
la cúbica, ai cual representaremos por la letra F. 

Poniendo ahora x = 0^ en esta última ecuación y en la ecuación (3), se ve que la recta 
representada por ella, pasa también por el punto E, en que la recta AB corta á la cúbica 
representada por la ecuación (3); y, como su coeficiente angular es igual ai coeficiente angular 
de la asíntota de la cúbica, conclúyese que EF es paralela á esta asíntota. Y el theorema 
queda a si demostrado. 



VOL. II 
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III. 

NOTA SDLL' APPLICAZIOHE DEL TEOREMA Dl FAGNAHO 
AGLI ARCHI DELLA LUMACA Dl PASCAL E DELLA SIKUSSOIDE. 

(Periódico di Matemática, t. XIX. Livorno, 1904). 

Quando lo sviluppo delFarco di una curva sia esprimibile mediante un integrale ellitico di 
seconda specie, alie proprietá degli archi di ellisse corrispondono evidentemente proprietà 
degli archi delia curva considerata. Vogliamo vedere in quanto segue quali sono le proprietà 
che corrispondono ai teorema ãi Fagnano nel caso delia liimaca di Pascal e delia sinussoide, 

1. E noto che Tequazione delia lumaca di Pascal^ in coordinate polari, è 

p = acos6 + Ã 
e che lo sviluppo dei suoi archi è dato dalla formola 






>-(a + h)j sJ\--r^^^seii^-^6.dd 



4: ah ^ l 



quando h^a^ o, ponendo = 2cp, 



ossia 



per cui 



s = 2{a + h)f'?\/l- k^ sen^ ç. c?cp^ 2 (a + h) E (Jc, cp), 



A ah 

k = 



[a + ky 
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Ciò posto, applichiamo alia curva considerata la formola 



che si veriíica. quando cpi e çs soddisfano alia relazione 



ed alie diseguaglianze 



1 

tang cpi tang cp-2 == — 5 

\/l — k^^ 



o<cpi<-|-? 0<cf2<Y 



Rappresentando coii V Tango! o fatto dalla tangente nel punto corrispondente a cp col vet- 
tore di questo punto, notando che 

^^ cio acosd-\-h 

tang V = p -y- = ^— ? 

^ ^ ap asenÔ 



e facendo 



^-- a sen ^ 2a sen cp cos cp 

cos V = ■ — '. I : i « 



possiamo scrivere. 



E(/c, <pO + E(/.,..)-E (^, ^) =^^í|±^cosV. 



71 

Ma, d'altro lato, se A e B sono i punti delia curva pei quali cp assume i valori O e — , 
e se Mj M^ sono punti pei quali cp piglia i valori cpi, cp2, abbiamo 

arco AM = 2 (a + i^) E {k, cpi),. arco AM' = 2 (« + h) E (/b, (fs); 



Quindij 



a7'coAB = 2(a + ^)E [k, — 



arco AM — arcoBM' = cos Vi == 4h cos Vj, 



ponendo, 



a + ^ 
tang çi tang cp^ = j • 
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Si piiò poi construire la differenza degli arclii AM e BM' delia lumaca di Pascal pigliando 
sul vettore dei punto M un segmento eguale a 4^ e proiettando sulla tangente alia curva in 
quês to punto. 



2. Consideriamo ora la sinussoide^ la cui equazione è 



71= a sen — • 



Abbíamo, 



o, íacendo 






y = asen(f^ k-- 



Tcp 

s = y (j^ -|- m^ / vi — K^ sen- cp . cZcp . 



Applichiamo anche adesso airintegrale che entra in questa formola la relazione 
TV. /7 A , T-i /7 N li ^\ A:^ sen cpi cos çpi 



2/ l/l — fc^sen^^çpi 
che ha luoojo facendo 



tang çpi tang cp2 = -=== í 0<cpi<-^, 0<ç-2<-^ 

y\—k^ z â 



e notiamo che è 



,2 "9 



li? sen (p cos cp y yct^ — 3/^ /m^ + a'^ — y 

\/l-k^ sen^ ~ 7«M^"^ i/«H- ^^^ ^^ ' ~^V ^-^ 

rappresentando con T la lunghezza delia tangente alia curva nel punto (x, y). 
Si ottiene cosi Teguaglianza, 



E (^, cpi) + E (A., cp,) - E (&, ^) = — -4- 



4-w^ 



ove y\ rappresenta Tordinata dei punto delia curva corrispondente a cp = cpi e Ti la lunghezza 
delia tangente alia curva nello stesso punto. 

Ma d'a.ltra parte, se O rappresenta il punto delia curva che coincide coirorigine delle 
coordinate, A il punto che corrisponde a x==—m%^ M e MM punti che corrispondono a 
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<D = (f[ e íp=«(p2, S ed N i pimti nei quali la tangente e la normale alia curva in M mcontrano 
l'asse delle ascisse, Q la proiezione di M su quest'asse ed L il punto incui la perpendicolare 
ad MN cond^tta per Q incontra questa retta, abbiamo 



arco OM = l/ a^ + m^ E {k, cpi), arco OW = s/ a^ + m^ E {k, cp^), 

arco OA = l/a2_j_^ g \k, -^) 5 

2/1 = MQ = Tl sen MSO, QL ==?/i sen MSO ; 
dunque 

arco OM — arco KMl = QL, 
quando 



tangçpi tangçp2 =- 



m 
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IV. 

SUR LE NOMBRE DES TANGENTES QU'ON PEDT MENER A DNE COURBE 
PAR m POINT SITUE SUR LA COURBE. 

(Ij'Elnseignenient mathématique, t. VIL Paris, 1905). 

1. Le proLlèm.e qui a pour biit la détermination du nombre des tangentes qu'oii peut 
mener à une courbe algébrique par un point situo sur la courbe se lúsuut d'une manière 
presque intuitive quand on considere seulement les tangentes réelles, comme on peiít voir 
dans Touvrage de Basset, A7i elementary Treatise on cuhic and quartic curves (Cambridge, 
1901, p. 17). Mais, quand on veut étudier cette question d'une manière générale, en consi- 
dérant les tangt-ntes réelles et imaginaires, sa résolution est moins facile. Cest à ce point de 
vue general que s^est placé Salmon dans son ouvrage sur les courbes planes (édit. française, 
Paris, 1884-, p. 89), ou il a donné à cet égard un théorème important, qu'il a obtenu par une 
elegante méthode algébrique. 

Or, nous allons nous occuper de cette question, en nous plaçant aussi au point de vue 
algébrique general, pour donner une démonstration, que nous croyons nouvelle, conduisant 
par une méthode plus élémentaire au résultat obtenu par Téminent géomètre anglais. 

2. Soit 

Téquation de la courbe considérée et m son degré. 

L'équation de sa première polaire, par rapport au point (x{^ ?/i), est, comme on le sait, 
la sui vante: 

et son degré est égal à m — 1 . 

Cela pose, nous allons démontrer le lemme suivant: 

Si (cci, ?/i) est un j^oint mulfiple d'ordre k de la. coitrhe considérée^ il est cnssi un point mui- 
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tiple de même orãre de sa polaire^ et les k hranches de la courhe qui se cowpent en ce jooint^ sont 
tangentes aux k hranches delapolaire qui s\j coujpent aiissi, 

On peut considérer corame compris dans cet énoncé le cas ou (xi, yC) est un point simple 
de la coiirbe, en supposant alors k=l. 

Pour démontrer le lemme précédent, écrivons Téquation de la courbe de la manière sui- 
vante : 



f{xi'\-X — Xi, yi+y-.yi)=.0, 



et ensuite développons son premier membre suivant les puissances de x — Xi et y — 3/1; ce 
qui donne 

dxi ^I/i 



+ - 



dx] 



. (a, _ ^,)2 + 2 g^^ (a; - a.i) (2/ -í/d) + ^ (2/ - 2/0^] + . . . = o, 



OU. symholiquementy 



iÀK(^"-)+f(^-^') 



[n] 



= 0. 



L^équation de la polaire de cette courbe peut être écrite de la manière suivante, en or- 
donnant aussi son premier membre suivant les puissances de x — Xi et y — yv- 



ou, symboliquement^ 



«=^ e/, . , a/ , 



[n) 



= 0. 



Ges équations montrent, en premier lieu, que si (cci, 3/1) est un point simple de la courbe 
considérée, la droite dont Téquation est 

|^(a.-.0+^(2/-3/0=O 

est tangente à cette courbe et à sa polaire. 

On voit ensuite que, si (x\^ yi) est un point double de la courbe considérée et si, par con> 
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séquent, ses coordonnées .. et ,. satisfont a„x équations f = O, ^=0, les deux droites 
représentées par Téquation 

sont tangentes au point (íci, ?/i) á la courbe et à sa polaire. 

En continuant de la même manière, on démontre le lemme ónoncé précédemment. 

3. En nous basant sur le lemme ci-dessus, nous allons dóterminer le nombre des tan- 
gentes qu^on peut mener à une courbe donnée par le point {xi, y{). 

Siipposons d'abord que la courbe a seulement un point multiple, qui coincide avec (ccij y])^ 
et que Tordre de ce point est égal à k. 

La courbe donnée et sa polaire se coupent alors en m(in — 1) points, et Tun de ces points 
coincide avec (.ri, yC). Or, ce point étant multiple d'ordre k sur la courbe et sur la polaire, 
il compte pour k"^ intersections. Mais, comme les k branches de la courbe sont tangentes aux 
k branclies de la polaire, chaque branche de celle-lá a encore un autre point, consécutif à 
(íci, 2/1), en commum avec la polaire. Donc le nombre des intersections de la courbe et de sa 
polaire^ distinctes de (cci, 3/1), est égal à 

m(in — '[)~k(k'^ 1). 

Or, ces points comcident avec les points de contact des tangentes à la courbe menées par 
(íci, yi)\ et on a, par conséquent, en représentant le nombre de ces tangentes par t^ 

t = m{m~\) — k{k~^r'^), 

résultat qui coincide avec celui qui a été obtenu par Salmon. 

Si (a?i, y{) est un point simple, cette formule a encore lieu, en supposant alors k = l. 
Si la courbe donnée a ^ points doubles et v points de rebroussement, distincts de (íci, í/i), 
la valeur de t peut être encore obtenue facilement, en employant la métbode dont on fait usage 
habituellement pour démontrer celle des formules de Pliicker qui determine la classe de la 
courbe (Salmon, l. c.^ p. 77-78) et le lenirae précédemment démontre. On trouve ainsi 

t = m {m - 1) - 2^ - 3v — 7í: {k + 1). 



Hosted by 



Google 



V. 
SUR LES TRAHSFORMATIOMS LINÉAIRES. 

(Mathesis, t. XXVI. Gand, 1906). 



On sait que si les coordonnées (oc, y) et (X, Y) des points de deux courbes U et U' sont 
liées par les équations 

(^) """^ X+^Y + ^ ' ^~ X+pY + ^ ' 

Tune de ces courbes est une perspective de Tautre. 

Voici une démonstration bien simple et élémentaire de ce théorème; elle est peut-être 
nouvelle. 

Je remarque premièrement que les égalités (1) peuvent être écrites ainsi, 

Ír X cos a — Y sin a + Ã ^ 
^ r Xsin a + Ycosct + Z: , 
y-^i — x+^+^ — +^0. 

En eífet, Tidentité des formules (1) et (2) exige: 

(3) p (cosa + ít^o) "^ *^ ? P(j>ci?Q — sin cí).= 5; 

(4) P (sin a + ^o) = a', p (p?/^ + cos a) = b' ', 

(5) P(g^, + ^)=:c, p(g^, + Ã^) = c^ 

Or, en éléminant Xq entre les égalités (3), ?/q entre les égalités (4), on obtient 

(6) «^ — ò = p {p cos a + sin a), dp — &^ = B {p sin a — cos a), 
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rektions d'ou on tire facilement p et tang a en faisant la somme de leurs carrés et en les divisant 
Tune par Fautre. Les inconnues ccq, y^ résultent ensuite de Tune des éqiiations (3) et (4). 
Eníin, les équations (5) font connaítre h et k. 

Cela pose, les axes coordonnés primitifs étant supposés rectangulaireSj je change les axes 
auxquels est rapportée la courbe U' en posant 



(7) 




h^ 


h X cos c( — Y sin a = 


Xi, 


k^ 


r X sin a + Y cos a = "! 


et j'aurai 














(8) 




x = 


X, 


-4, 


2/ = 


Yi 


«iXi + ôiY-i+c, ' 


«iXi + ôiYi +ci 


Posons 


encore 













3/0. 



X, «j, e seront des quantités bien déterminées. Si nous faisons maintenant 

X2 = Xi cos «1 + Yi sin ai + e^ Y2 = Yi cos ai — Xi sin a\ , 
ce qui correspond à un second changement d'axes pour U^, les formules (8) deviennent 



(X2 — e) cos ai — Y2 sin ai 
(9) 



X- .^^- +ÍKO, 



(X2 — e) sin «1 + Ya cos a , , 

= m — — +2'«- 

Changeons maintenant les axes auxquels est rapportée la courbe U en posant 



, , cos ai 

íc = íCo H ^ í^2 cos ai — ?/2 sm ix\ , 



, , sm ai . , 

y = I/o + —^ í^âsm ai +3/2 cos ai ; 



il vient 

Yâ 



Pour achever la dómonstration, considérons trois axes rectangulaires 0X2, OY2, OZ2, un 
point P(0, O, y) sur Taxe OZ2 et un plan 7t(X2 = ã) perpendiculaire á Taxe OY2. Prenons 
un point quelconque A(X2, Y27 0) du plan X2 Y2 et projetons A en B sur le plan ir, à partir 
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du point P. Les équations de la droite joignant les points A, P étant 

X y ^ — T 



5 



on trouve pour les coordonnées de B: 

Eapportons le point B à deiix axes du plan tc, dont Tun 0'x^2 eist la trace de Ti sur le 
plan X2Z2 et dont Tautre 0'y<^ est la trace de 7: sur le plan 2; = j ; les formules (11) prendront 
la forme 

La comparaison des formules (10) et (11) établit la proposition que nous avions eu vue. 
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VI. 

SUR QDELQDES PROPRIÉTÉS DES CUBIQUES. 

Extrait d^me lettre adressée à P. H. Sclioute. 
(Wieuw Arehief voor Wiskunde, tweede reeks, VII. Amsterdam, 1906). 

Nous allons donner dans cette Note quelques théorèmes relatifs aux cubiques qui n'ont 
pas encore été remarques peut-être. 

1. Considérons une cubique quelconque représentée par Téquation 

et la polaire du point (íi?í = 0, Z{=0) 

Bxl + 2Gx^ y^ + 3D2/f + Fx^ z^ + 2%^ z^ + K.f = 0. 

On voit au moyen de ces équations que, si Ton prend pour côté des Zi du triangle de 
reférence la tangente à cette cubique à un point A, pour côté des Xi un droite qui passe par 
A et par deux points quelconques Ai et A2 de la même cubique, et pour côté des y^ la tan- 
gente à la polaire de A au point ou cette conique, dont Téquation a été écrite ci-dessus, coupe 
la droite A1A2, on a D = 0, C = 0, F = et K = 0; et que par suite Téquation de la cubique 
considérée prend la forme 

í;, (Gt/f + L^^) + A<«J + Bícf ,?/j + Ea)f 2j + Ha3j ^f = 0. 

Eemarquons maintenant que cette équation fait voir que, si G==0, le point A, ou íci =0 
et 01 = 0, est double, et que, si L = 0, les points Ai et A^, oii la droite coupe la cubique, 
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coíncident. Donc, si la droite AA1A2 coupe la cubique donnée en trois poínts distincts, on 
peut poser 



3/1 

X{ X{ 



^j /L 

ce qui donne une équation de la forme 

y(x^ + f) + Iíif + ^iy + BiX + Ai = 0, 

laquelle represente une cubique circulaire qiii est donc une perspective de la cubique donnée. 

Voici niaintenant quelques conséquences de ce résultat. 

En reniarquant que aux points Ai et A^ de la cubique donnée correspondent les points 
circulaires de Tinfini de Ia cubique circulaire et en se fondant sur les propriótés de cette 
cubique et sur les propriétés de la transformation homograpliique^ on peut énoncer les théo- 
rèmes suivants : 

Une cubique générale quelconque peut etre considérée de quatre manieres différentes comme 
Venvelojppe d\ine série de coniques bitangentes qui passent par deux points fixes Ai et k% de la 
meme cubique. 

Si la cubique est rationnelle^ le nombre des séries de coniques bitangentes dont elle est 
Venveloppe se réduit à deux si elle a un noeud^ à un si elle a un point de rebroussement. Dans 
ce cas elle est^ en outre^ Venveloppe d\ine série de coniques simplement tangentes^ qui passent 
'par le point double, 

Les tangentes à une cubique générale passant aux points Ai et A2 déterminent par leurs 
intersections 16 points, situes sur quatre coniques^ qui passent par Ai et Ag , et chaque conique 
en contient 4. 

2. On sait que toute cubique circulaire qui passe par son foyer singulier est le lieu des 
points de contact des tangentes menées par un point fixe B aux cercles, réels ou imaginaires, 
qui passent par deux points donnés Bi et Bg; que B coincide avec ce foyer, et que la cubique 
passe par Bi et B2. Nous ajouterons que la polaire de B par rapport à la cubique est un des 
cercles consideres. En effet, si Ton prend le point B pour origine des coordonées, une droite 
parallèle á Bi B2 pour axe des ordonnées et une perpendiculaire á cette droite pour axe des 
abscisses, et si Ton represente par (a, p) les coordonnées du milieu de la corde Bi B2 et par c 
sa longueur, Téquation de la cubique considérée est la suivante: 

X (x^ + y^) - 2a {x^ +3/^) + (cê __ p2 _f_ ^2) ^ _^ 2<4y _ q, 
et Téquation de la polaire du point (O, 0) est donc 

a(í^^ + 3/^)-(a^-p^ + c^)í» — 2ai8c = 0; 
or cette équation represente un cercle qui passe par les points (a^ Pic). 
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S«, Cela pose, iious allons donner un théorème génórale sur les cubiques qu'on obtient au 
moyen cies propriétés des cubiques circulaires qu'on vient de rappeler et de la théorie 
donnée au. n.^ 1. 

Considérons pour cela, comme au n.^ 1, un cubique quelconque donnée et trois points 
A, Al, A2 de cette courbe, situes sur une même droite, et supposons maintenant que les 
tangentes á cette cubique aux points Ai et A2 se coupent en un point U de la même courbe. 
Alors les asymptotes imaginaires de la cubique circulaire corresponãante se coupent aussi à 
un point situe sur cette dernière courbe, qui en est donc le foyer singulier^ et cette cubique 
appartient donc au groupe des cubiques circulaires qu'on vient de considérer. En remarquant 
maintenant que à ce foyer B correspond le point U de la cubique donnée et que aux points 
circulaires de Tinfini et aux points Bi et B^ de la cubique circulaire correspondent les points 
Al et A2 et les deux autres points ou la polaire de U coupe la conique donnée, nous pouvons 
énoncer le théorème suivant: 

Toute cubique est lieu des points de contact des tangentes menées par un quelconque de ses 
points U aux coniques qui passent par les quatre points ou la cubique est coupée par la polaire 
du point U considere. 
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I. 



SUR UNE FORMULE POUR LE CALCDL NDMÉRIQUE DES LOGARITHMES. 



(Noiívelles Annales de Mathématiques, 4.^ série, t. V. Paris, 1905). 

Je me propose de donner ici une formule pour le calcul des valeurs des logarithmes des 
nombres, laquelle me paraít pouvoir être utile en quelques circonstances. 
Je considere, pour cela, la fonction rationnelle 



1 



et je la dócompose en fractions simples; ce qui donne 
1 



^ Aj A2 A3 , 



A,__^ Bi 



B3 



+ . 



V' ' t — a (t — af (t — a) 



Bíi 



{t — af 



Pour déterminer Ai, A2, . . ., Aí^, je développe le binome (h'—a)~^ en série ordonnée 
suivant les puissances de hj, ce qui donne 



(k — a)- 



(_i)« 



n\ h ín -j- 1\ A^ 



n + 2\ ^ /2n - 2\ / i'-^ 

3 )li}^'"'^\n-irai^ 



On a donc 



(-1)" /2jí — 2\ , (— 1)« /2n — 3\ , (— 1)"/2« — 4^ 



«2«-.l \ „_1 



<ã)i- 



n — 3 



(-l)" /n + l\ _ (-1)? /7t 

««+2 V 2 / ' «-' ^ ««+1 V 1 



An - 



(-1) 



Pour déterminer Bi, B2, B3, ..., B^, on doit poser t.= o>-\-h dans la fraction — , et 
développer le rósultat suivant les puissances de h^ ce qui donne 
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par conséquent 






(-iy2/«+l\ (_l)/,^\ 1 

Nous avons donc 



1 (-1)" /2n-2\ /l 1 



í«(í— «)« a^n-d \,>. _]/\í t — a 
(_1)« /2n-3\/l , 1 



£-^)'^/2«-4\n 1_ 



a»+i \ 2 / VC'-"^^'^ ' {t-af- 



(-1)" /l , / ,N í 



a" 



í» ^ ^ (t — ay 



En intégrant maintenant les deux membres de cette identité et en prenant 1'intégTale 
entre les limites x et oc, on trouve, en supposant cc^a^O, 



r 



dt _{-lf (2n-2\ x~a _^{-\Y I2n-~?>\ll , 1 



(-iyW27i-4W /_!_ _ 1 _ 



Ju JL Cl 



(-1/W71 + 1\ 1 / J 



(—lY 1/1 1 

a'' n-—l\x''--^ ' ^ ^ [X — af-^ 
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et, par conséquent, 

X _ 71-1 /1 1 \ a^ {n-l){n-2 ) í 1 l_ 

^^^^^:ira~''2n-2\^'^x~a)'^ 2 (2n-2){2n~-ò)\x^ (x-a 



(^2n — 2)(2n~-ò) 
, a^ {n-\){n~2){n-?>) / 1 , . 1 



3 (2?i — 2)(272-3)(2?i~-4) \£c3 {x — a) 



+ . 



+ 



2^'-2 in-\){n~-2)..rò.2 



n-2 (>-2)(27z — 3). .'.(n + l) 



1 1 



^'-1 ' ^ '^ ix — a)'^-'^ 



'72—1 (2?l — 1 ) (2?i — 2) ... 71 \ ÍC 
_,, fn^l)(72-2).. .2.1 



_(_l)«a2^^- 



(272 — 2) (272 — 3) ... 72 J ?í^^ (?^ — a)^^ 



dt 



Mais, d'un autre cote, on a 



dt 



< 



V [t — af' X'' J i" (f.~ay'- 



dt 



et, par suite, en représentant par R„, le dernier terme de l'égalité precedente, 



Ríí =-- cv 



2w- 



cZí 



< a 



_, {n-l){n-2)\..2A 

{2n — 2j (272 — 3j » . . 72 J ?^''^ (?í — aj' 

X 

2n-.i (^2-l)(72-2)...2. 1 ^ 1_ 



(•272 — 2) (2'/2 — 3) . , . 72 72—1 ÍC" (íC — C/)^^-^ 



On voit, au nioyen de cette inégalité, que S,,, íend vers zero quand 72 tend vers Finfini, si 
x^2a; et, dans ce cas^ on peut donc écrire 



, r r ^^— i /-^ , ■ M , «' (72-l)(72^2) / 1 



íc — a/ ' 2 (272 -~2^) (272—^3) Vcc'^ {x~~a) 



a^ (72-1) (72 -2) (71 -3) / 1 1 



+. 



3 (2?? — 2)(272 — 3j(272 — 4) Víc^ ' (x — a)'^, 



(72-l)(7z~2)...3.2 ■ / ] ■ , (-1)^^ 



72 — 2 ^272 — 2} (272 — 3) ..(?z+l) \íc'^^-'2 ' (íC — a)''^" 
a^^-1 (72 - 1) (72 - 2) ... 2 . 1 / 1 (- 1 f 



72 — 1 (272 — 2) [2n — 3) . . . 72 \ íc^^ -^ (íc — a)"~ 
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Cette formule, que nous crojons nouvelle, sans en être certain, est celle que nous nous 
proposions de démontrer. Elle donne la valeur de la diíFérence entre les logarithmes des 
nombres x et x — a avec une erreur inférieure à 

. . (n-l)(n-2)...2.1 1 1 

Cl '' — -— - - -^ — ■ • 1 

(2n~2){'2n — 3). . .n n—l x''{x — ay'-^ 

et peut être principalement utile quand le nombre represente par a est petit et le nombre 
represente par x est grand 

En posant a= 1, on trouve la formule 



log X — log (x — 1) = lim 



n-l /l , 1 \ , 1 («-l)(n-2) 



2n — 2 \x X — 1/ 2 (2« — 2j(2?í — 5) \cc^ (x — 1)' 



(A K 

\x^ (x — 1)^, 



+■ 



(n — l )(n — 2)...3.2 ( 1_ (— l)»-i 



n — 2 {2n — 2)(2n — D)...{n+l) \íc^-^ '(íc— If-^ 

1 (7i-i)(7i-2),..2.i / 1 . __(:2Í)!_^1 

l—l (2n — 2}r2n — 3). . .w \x''-^ (ít?— If-V J 



{2n —■ 2) (2n — S)...7i W'-^ (ít? — 1 j^ 

qui donne la valeur de la différence des logarithmes des deux nombres consécutifs x et íc—l 
avec une erreur inférieure à 

(n—l)(n — 2),.,2A 1 1 



(2?^~2)(2n — 3). . .n 7i — l x''{x—lf~^ 

et qui a lieu quand x^2, 

On déduit, comme coroUaire de cette formule, que la différence des logarithmes des nom 
bres cc et í;i5 — 1 peut être représentée approximativement par Texpression 

1 /l . 1 



2 \x x~l 



avec une erreur inférieure à 3 , quand cc> 10, à , quand x> 100, à ^ c) quand 

a;>1000, etc. ^-^^ ^-^^ ^•■^•^ 

On voit, de la même manièrej que la différence des logarithmes des nombres x ^t x — 1 
peut être' représentée approximativement par Texpression 

1 /l . 1 \ 1_ íl , 1 



2 \x ' x—lj ' 12 W {x—lf 
avec une erreur inférieure à -- ^ ^ quand íc^IO, à inio ? q^^^d cc>100, etc. 
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Parmi les formules qui résultent de la formule générale précédemment écrite, nous indi- 
querons encore la suivante 



loí. ^ + ^ = lim [2 ~^^ i ^ + ^ 
^x — 1 ,i=.oo L 2n — 2\x-\-l X — 1 

23 (n-l)(n-2)(n-3) 



22 ,{^n — \){n-2) 



1 



3 (2?z-2)(27i--3)(27z-4)V(íc+l)^ ' {x — l) 



+ . 



2U-2 



(n_l).(7i-2)...3.2 



^ — 2 (2?z — 2)(2w — 3;. . .(?^ + l) \{x-\-lf-^- ' (íc — If-^ 



(- 1)^-1 



2^-1 (72-l)(7l-2)...2.1 



.l)n-l + 



(- 1)^^ 



1 



' 2 (2?z — 2) (2?i - 3) \(í^ + 1)^^ (í;c — 1)2, 
1 1 



' n—l (27^— 2)(2?2 — 3). . .72 V(íc + lf~i ' (í» — If-V- 

qu'oii obtient en y remplaçant x par íc+1 et en posant a = x. 

■ x-\-l 
Cette formule a lieu quand íc>3 et donne log- avec une erreur inférieure à 

1 



o,.,, {n-l){n-2),.,2A 1 

(2?i — 2j(2w — 3). . .71 ?2 — í {x-\-iy\x — \) 



n—i 
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11. 

SUR (JDELQUES IKTÉ6RALES DÉFIWES 

(Arehiv der Mathematik und Physik, III. Reihe, IX. Berlin, 1905). 



lo L'intégrale 

/ ^'Ot-^ {x — a — ih) dx^ 



ou h represente une qiiantité difiérente de zero, a une grande imporíance dans la théorie de 
rintégration des fonctions eirculaires, comme on peut le voir en lisant les belles pages que 
Hermite a consacrées á cette doetrine dans son Cours cVAnalyse de VÉcole Polytechniqiie. 
Dans cet important ouvrage Téminent géoniètre donne la formule 

r^- 1 

(1 ) I cot -^{x — a — ih) dx=2 (6) ir^^ 

o 

oú (h) represente une quantité égale à Tunité en valeur absolue et du signe de 5„ II obtient 
cette valeur au moyen d'une métliode três elegante, Nous avons donné une autre demonstra- 
tion de ce résultat, en nous fondant sur un tliéorème de Cauchy, três connu, dans les Nou- 
velles Annales de Mathématiqiies (2® série, t. vii, p. 220). 

Dans la presente Note nous allons d'abord nous occuper une autre fois de cette formulej 
pour en donner une nouvelle démonstration, fondée sur Pégalité 

DC 

oú F (íc) represente une fonction entière de degré m; f{x) une autre de degré inférieure à 

m — 1 ; cii-^ihi^ a^2^-ih<9^ ..., am-\-ih.jn les racines de F(x) = Q^ que nous supposons toutes 

inégales et imaginaires; Ai, A^, . . ., A^ les numérateurs des fractions simples dans lesquelles 

fíx) 
on peut décomposer wt^^? ^^ {h,,^) une quantité égale á l'unité et du signe de ò,,. 
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On démontre facilement cette égalité en généralisant Tanalyse employée par Hermite 
(1. c, p. 289) pour Tétablir dans le cas oíi f(x) = l et F {x)--= (x — ai —ihi) (x— a^ — ib^). 
On a, en eífet, 

F {X) n~i OC — ãn — lòn 



et 






J X— a„ — 17>„ 2 



"òT"' 



et par conséquent 












S — «^ a — a., 
arctg ^' — — arctg — 



V A _i V V 



:log_L.. V A„ + -^ S A„log 



B / ^~ p^^ 






+ i S A, 



arcts: -—r arctí? - 



hn 



K 



Mais, en vertu d'un théorème bien connu, on a 



S A„ = 0. 

71=1 



Donc 






i-í^)'+4 



V 






B — a,, a — a^ 
arctg -^y— arctg — j 



cc / oc 



En posant maintenant dans cette formule a=: — oo, p^oo, on trouve immédiatement la 
formule (2), qu'on voulait démontrer. 

Cela poso, nous alions déduire de Tégalité qu'on vient d'établir, í'égalité (1). 
Nous avons d'abord 

fS- 1 1 
c<»t-— (a + 2Ò)cotyír+l 
(Ix^ 
cot — (íí + ih) — cot -;y-X 
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et, par conséquent, en posaiit cot-^a3 = <, 



. ícot^r-(a + iJ) + l 



/ cot— («? — a — ib)dx = — 2 



O ./ [í-cot4-(« + ^"&)]P'+l] 



Nous avons aussi 



ou 



et 






Ai = l, A2 = - — ^? A3 = ^ — ^; 



6íl + ^^'! =-= cot-^(a-]-2Ò), fif2 + ^'^2 = — ^'^ a^-\-ihz=i. 



En appliquant Ia formule (2) nous trouvons done 



?í cot — (a + 1&) + 1 

— - — dt == i% (5i), 



— 00 

et par conséquent 

/ 27: 1 

/ cot -^ (x — a — ih) ãx = — 2^7I (bi). 

o 
Pour déterminer (5i), remarquons qu'on a 

a.j + ^6i = cot -^{a + ib) = -— ^ — j— -^ — ^- ^— — ^ , 

et par conséquent 



-e'^ ) Bm^-^a-\~'ie ^ — 6^ 1 cos^ — a 



On voit donc que 61 est positif quand ?><0 et négatif quand ô > O, et qu'on peut, par 
conséquent, écrire (pi) = — (&)? et eiisuite 

27: 1 



/ cot — (a? — a — ib) ãx = 2^7t (b) . 
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2. On peut trouver aii moyen d'une analyse semblable la valeur de Tintégrale 

/'JZ 1 

cot -^(x — a — ih) dx. 

o 
Nous avons, en effet, 



>V+-S-" 



1 n=m 






j3 — a^ 
arctg -—7 arctg 

Ov). 



a — anl 



et par conséquent, en ayant d'abord égard à Tidentité S A^^ = O et en posant ensuite a == O 

et p = 00, 

1^ iíc = - 4 S A„ log (ai + 5!) + í 2 A J 4 X (5„) +arctg ^ • 

O 

En appliquant maintenant cette formule à la fonction 



t cot— (a ~[~ ib) ~{~ 1 



í — cot -^ (a + í6) 



[íHi] 



on trouve 



ícot-^- (a +*'&) + ! 



]í — cot-^(a + i6) 



\f-^\\ 



^í___log(af + 5f) + ^ 



y TC (6i) + arctg y- 



et par conséqnent 



VOL. II 



^cot^(a + ^5) + l „ o I 2 

-cZí = -log- 



jÇ — cot -^ (a + iV) 



[^^ + 1] 



2 ^ (e^ — 2cosa + e-^)2 
^ I Y^(&)" arctg -^--^J. 



vv 
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Mais on a 



r 



cot -^(x — a—ib)dx== — 2 



t cot -^ (a -\- ib) -\- 1 



U-GOt^{a + ib) [t^+1] 



dt. 



Donc 



r cot ^ (í^ - a ~ ib) dx = log ^.^_2 



e^^ — 2cos2a + e-2& . J ,,. ^ . 2e^sina 



cos a + e~^) 



5>i2 



+ ^ 



" 2 ensina 1 

x(S)-2arctg-y— ^^-J. 
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III. 



SUR LES DÉMOKSTRATIOMS DE DEUX FORMULES POUR LE CALCUL DE8 HOMBRES DE BERNOULLI. 



(Ij'Enseignement mathématiqne, t. VII. Paris, 1905). 



1« Nous allons nous occuper, en premier lieu, de la formule bien conniie 



9« 2?i— 1 1 



i2«-l_^-(^_l)2«-l_|. I Ui_2fn-l 



3)(^-3)^"-^ + ...±(.^l)l^«-^ 



oú B21^— 1 represente les nomhres de Bernoulli. 

Oa trouve une démonstration de cette formule dans le Calcul integral de Serrei (2.® édit., 
p. 225) et nous en avons donné une autre dans notre Curso de Analyse (Calculo differencial, 
3.^ ed., p. 237). Mais nous allons Tobtenir ici par une analyse plus simple que celle que Pon 
trouve dans ces deux traités, au moyen de la formule connue (Hermite, Cours d' Analyse de 
VÉcole jpolytechnique^ p. 60): 

w A . 



A. = -A- 



[n})^^)—i{v}-^)^'^Hi-\- 



Q Vl^^-2)(«)w2 



laquelle donne la dórivée d'ordre n de y par rapport à x^ quand y=f(u) et u est une fonction 
donnée de x, 

Pour cela, appliquons cette formule à la fonction 

y = {l-\-e^)-'. 
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On a, en posant y = i(r-^^ u = l-\-e^^ 



ou 






-.=ÀS<-'KÍ)^^^^£^<'+-)'- 



Mais 



et, par conséquent, 

"^'^"^/f ^'~^' ==(^~-;^)e^+ ('~^)2>^e^^+ ('~^)3^e3^+. . . + (^^ - /^)^^ e(i-/^) ^, 
et, en posant x = 0^ 

[^^^^iítij ,_.,+ (.-'),.+ (-') 3.+.,. + ,-.,. 



Donc on a 



2/ír'=«!.s(-iy2íTr' 

OÍl 

«!„=o^ ^ Wcy í=o\ ' / «!í=o ír=o^ ^ VícyV t 
Mais, puisque 

(i)C7>(;)cr)- 

nous pouvons écrire Tidentité 

=(;).s<-'>fí'>'=(í)<'-''"=<-""(D- 
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Nous avons donc 

En employant maintenant la formule 

2n 

qui lie les nombres de Bernoulli aux dérivées de la fonction considérée, on obtient la formule 
qu'on a écrite précédemment. 

2. La deuxième formule pourje calcul des nombres de Bernoulli que nous allons con- 
sidérer, fut attribuée á Libri par Cauchy {CEuvreSy 2^ série, t, vii, pag. 348). On peut Tobtenir 
immédiatement au moyen de la formule 

dx"" ~ " a!p!.. .X! (20^(3 !)^..(í2!)^ ' 

ou. S represente une somme qui se rapporte aux solutions entières, positives et nulles, de 
l'équation 

a + 2P + 3Y+... + n}i = n 

et oii 

laquelle donne la dérivée d'ordre n ãe y par rapport à íc, quand y=f(u)^ u==(i^(x). 
En appliquant, en effet, cette formule à la fonction 

on trouve, en posant n=^2m^ et 



3! ' õ! 
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Fégalité suivante: 






ou S represente une somme qui doit s'étendre aux solutions entières, positives et nulles, de 
réquation 

p + 2^ + ...=-m, 

et ou 

Mais, d'un autre côté, on a 



sm :iíc íji==i m (zm) ! 



On trouve donc 



Cette formule est celle que nous nous proposions d'obtenir. 
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IV. 

SDR UNE FORMULE D'AHALYSE. 

(Ií"ouvelles Annales de Mathématiques, 3.^ série, t. V. Paris, 1886). 



Le but de cette Note est de démontrer le théorème suivant, que je crois nouveau: 

Si les fonctions f (x) et F (x) et leurs dêrivées f^{x)j Y' (x)^ f"{^)j F^^ (ít?), .. ., /(^" (x)^ 

F^^) (x) sont jinies et déterminées ^our toufes les valeurs de x qui sont comprises dans Vinter- 

valle (cCq, x)y nous avons la formule 



(1) 



oix 



/(«')-/K)-----^^7f^/'''W 

FH-F(xo)-...-Í^^FW(^o) 



(a; - aio)"' (1 - e)"'-' /("» [o;, + 6 (a; - a^p)] 
(m— 1)! ' 

^, _ (a; - a^o)" (1 - %T-^ F'") [a^p + g (a; - x,)'\ 



6* eifaniÇ compris entre O et \. 
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Pour démontrer ce théorème, considérons la fonction 



i! 









(n-1)! 
f{x) —/(«o) - (a? — Xq)/' (xq) - . . 



[X — Xq) 



/"■'W 



X- 



F(x)~F(x,)-(x-x,)F^(x,)- 



...- (^7'>)' F(/o/^) 



/b! 



En lui appliquant la formule connue 



(2) cp (í^) = cp (í^o) + (o? - a?o) cp' [í^o + ^ (^ - í^o)]? 

on trouve le résultat 



0=/(«^o) + (^-«'o)/'K) + ---+-^-7?^/«W 



fi^o) (^ *0'/ (*o) 



(to — 1)! 



/""-'> W 



-F(x,)-(x-x,)F'(x,)-...- ^'^^_"^;j, F(«-^)(a^o) 

/H -/ W - • - ^^^V« W 
F(a.)-FK)-...-^=f2)í:FW(a.o) 



F{x)-F(x,)- 



(«= *J)1Íf(í:)(^^-)1 



A;! 
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On tire de cette égalitó, la formule (1) que nous voulions dómontrer, eii supposaiit 

I. Si Ton pose, dans la formule (1); 

F [x) == (x — í^o)'S ^- = ^^ — 1 j z = m — 1 , 
et; par conséquent, 

F(^^) (a?o) -- n ! , F(^^) [x^ + 6(x — x^)] = ?i ! , 



on a 



(a? — íC())^"-^ 
(m- 1)! 



/H-/K)- • --^T^^TT^^^T^ 






72 ! (771 -~l)\{x~ XqY (1 — Qf-'^ 
etj par conséquent, 

(771 — 1 ) ! 72 ^ ^ " ^ '^ -^ 

On obtient ainsi donc la formule de Taylor avec Texpression du reste de Schlõmich 
et Roche. 

II. Si Ton pose, dans la formule (1), { = k = oi — 1 = 772 — 1 , on trouve 

/ {-^l J l-^o; • • • (,;-!)! . /""K + Qf^-a^p)] 

"p^ir~p^Z^ .. (a^-a.o)"-'Fi»-')(a; o) FW [«.„ + 6 (a; - a^o)] ' 

^ W--t («^o)— •• (n-1)! 

On peut voir cette formule dans le Cours de Calcul infinitesimal de M. Hoiieí, ou elle 
est démontrée au moyen du Calcul integral, 

VOL. 11 XX 
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Si Ton a 






il vient la formule bien connue 



f{x)-f{x,) f(-)[x, + fi{x-x,)-\ 
¥{x)-F{x,) FW[x,-^fí(x-x,)] 
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V. 
SOBRE UNA EQOACIÓH LINEAL INDETERMINADA. 

(Gaeeta de Matemáticas elementales, t. II. Madrid, 1904). 

Sabido es que existen diversas cuestiones de Análisis matemático donde hace falta cal- 
cular las soluciones enteras y positivas de la ecuación lineal indeterminada 

X -\- 7/ -{- z -{- . . . -\-t-\-u = m^ 

siendo m un número entero j positivo. Es, asimismo, conocido que, cuando el número de 
incógnitas de aquella ecuación viene dado por w, el total ^n de las soluciones que admite la 
ecuación de referencia, se expresa mediante la fórmula 

(1) Nf'=(''^+;^-l), 

representado por el símbolo ( ] el número de combinaciones ordinárias de m4-n — 1 



elementos, tomados m á ?72. 

La íinalidad dei presente trabajo consiste en presentar dos demostraciones elementales de 
este teorema, que consideramos nuevas, una de ellas indirecta^ fundada en la ley dei desar- 
rollo de la potencia de un polinómio, y la otra directa, 

!• Comecemos por la demostración apoyada en Ia fórmula 

1.2. . oXxl,2, , .yx. . .xl.2 . . .u 

que da el desarrollo de Ia potencia de grado m de un polinómio, en la cual la suma S se 
refiere á las soluciones, enteras y positivas, de la, ecuación lineal indeterminada 

X -{- y ^-\- z -\- . , .-\-t-}~u = m. 
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Observemos, desde luego, que el número de estas soluciones es precisamente igual ai 
número total de términos que contiene el segundo miembro de la expresada fórmula. 
Esto sentado, por el desarrollo dei binómio de Newton, si tiene 

/ (A, + A.2 + ...+A„_i)'» 

1 H- m (Al + A2 + . . . + A„_i)"-< A„ 

(Ai + A2 + ... + A„)"'= U/' 

+ .... •• 

+ nj(Ai + A2H-... + A„_0Ar' 

I+a: 

Según esto, podremos est iblecer, atendiendo á la notación indicada antes, 

Nír* = N «1 + Nil7*' + NÍ"!:t" + . . . + Ní/ií + 1 . 

Supongamos ahora que la fórmula (1) es verdadera cuando el número de las incógnitas 
de la ecuación considerada sea igaal á n—l\ j demostremos que continua siendo cierta 
cuando haya una incógnita más. 

Se tendrá 

^(m) _ (m + n — 2 
\ m 

\ m — 1 



Ní,'i,==("7^ 



Pêro, en este caso, también tenemos 



j{m) /m + n — 2\ , /"m + n — 3\_L j./"^^ — 1 



«.'=(': +r»-i j+--ni '+^- 



Ahora bien, la conocida relación 



'í')=ej+(': 
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que se establece en la teoria combinatória, permite escribir las siguientes relaciones: 

m I \ m ) \ m — 1/ 



m-\-n — 2\ ím + 7i — 3\ /m + 7^— 3\ 
, m-1 / ^ \ m-\ J '^\ m-2 ]'' 



;)=(»7Vi. 



de las cuales se deduce 



f^) ('"^r')=c-rv('"::7V-+("7')+^. 



(^) jm + w — 1 



y, por consiguiente, 



Luego, si la fórmula que pretendemos demostrar^ se verifica cuando el número de incó- 
gnitas de la ecuación propuesta es igual á n — 1, también seguirá verificándose en el caso de 
que este número sea igual k n. 

Basta ahora observar que el número de soluciones, enteras y positivas, de la ecuación 
indeterminada 

x-\-y==m 

es evidentemente igual á m + 1 ó ( j , para concluir que la referida fórmula tendrá 

lugar cuando sea n = 2, y, por consiguiente, para cualquier valor entero y positivo que 
reciba n. 

g« Pâsemos ahora á exponer la segunda demostración, y con tal objeto consideremos 
primero el caso de la ecuación 

x + y^m, 

cuyo número de soluciones, enteras y positivas, ya se ha dicho, es igual á m+1. Tendremos, 
por consiguiente, 



\ m I 
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Sea ahora la ecuación con três incógnitas 

cc -}-?/ + 2 = m^ 

y observando que el total de sus soluciones es precisamente la suma de los números de solu- 
ciones de las ecuaciones 

a2 + 3/ = 77i, íc + 3/ = m— 1, x-\-y = m — 2, .,., x-\-y = 0^ 

llegaremos á la fórmula 

r(m) (m + l\ ^ ( m \ , 1/2 



«-'=( „V + U-iJ+--+li) + '' 



de la que resulta, teniendo á la vista la relación (2), 



\ m / 



Prosiguiendo dei mismo modo, seremos conducidos á la fórmula 



■m) fm + n — 2 



cuando se trate de la ecuación con n — 1 incógnitas 

íc + ^ + ^ -{-. . .-\- t = m. 
Esto sentado, veamos si tambión se cumple la misma ley respecto de la ecuación 

X -\- y -\- z -\- . . .-{-t-{-u=m^ 

que tiene una incógnita más. 

Para ello, observemos que el número de soluciones de esta última ecuación es igual á la 
suma de los números de soluciones, también enteras y positivas/ de cada una de las siguientes 
ecuaciones con n — 1 incógnitas : 

x + y + z+r, ,.-t-t = m., 

X + 7/ + Z + .. , + í = m— 1, 

X -\- 7/ -{- z -{- , . .-j-í = m — 2, 

x^i/ + z + ... + t = 0. 
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Por consiguiente, si Ia fórmula (1) tiene lugar, como hemos supuesto, cuando el número 
de incógnitas de la ecuación indeterminada sea igual á n — 1 , podemos legitimamente escribir 

í'i"'-("'+rV('°::7>-+("7')+'- 

Si ahora tenemos presente la relación (2), resultará en definitiva 

de donde concluímos quô la fórmula general se cumple también cuando la ecuación lineal 
indeterminada contiene n incógnitas. 
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VI. 

DE AL6DNAS SERIES QDE PDEDEI SUMARSE POR LOS MÉTODOS ELEMENTALES. 

(Graeeta de Matemáticas elementales, t. II. Madrid, 1904). 

!• La noción de serie, Io mismo que la mayor parte de los conceptos dei análisis mate- 
niático, aparece para los alumnos en los primeros pasos de sus estúdios sobre Ia Matemática, 
Así, en la teoria de la división j en la de las progresiones por cociente, encuéntrase la serie 

l+x-\-x'^ + ,.. + x^ + ,.,, 

demostrándose, adernas^ que esta serie tiene por suma la expresión 

1 
l — x 

siempre que x represente un número coraprendido entre — 1 y + 1. Vamos ahora á presentar 
otro ejemplo notable de una serie que tiene la raisma suma que la precedente, j que también 
puede estudiarse sin salirse de los domínios dei Álgebra elemental. 

2. Consideremos la identidad 

1 1 ^ 2 



X — 1 x-\- i ^ x"^ — 1 
Si en ella cambiamos sucesivamente x por x^^ x^^ x^^ ct;*^, . . ., obtendremos: 

1 1.2 



ÍC2-1 
1 


X^ + 1 

1 


, 2 


X^ — 1 
1 


x'+l 

1 


' «8-1 ' 

1 2 


«8 — 1 


x^+1 


' «<«-!' 





1 1 2 



donde se supone k = 2™, siendo aqui m uti número entero positivo. 
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De las igualdades precedentes se deduce esta otra 

_1 1,24 , h 

designando con R la fracoión 

2k 



Supongamos ahora que a;^>l y sea íc^=1+í^ donde í>0. Tendremos la relación 
2k 1 



R = 



(1+^y-i , 



/c-l (^-l)(fc-2) 

^ + Tr'+ ãi — * ' 



la cual muestra que R tiende hack cero cuando k aumenta indefinidamente. Por consiguiente, 
siempre que íc^>1, podremos establecer 

Si cc^<l, la potencia x^^ tiende hacia cero, y, por lo tanto, R tiene á — go por limite 
cuando k aumenta indefinidamente. De esto resulta que la igualdad anterior no puede verifi- 
carse, como era fácil de prever, puesto que, en este caso, su primer miembro es negativo, 
mientras que el segundo es positivo. 

3. Supongamos ahora que sea 

cc== p (cos0+^^sen^), i= V — 1. 
Tendremos, en este caso, 

siendo fácil ver, como anteriormente, que, cuando p> 1, R tiende hacia cero, siempre que k 
tiende hacia co; j que, para p < 1, la cantidad R tenderá hacia — oo para valores indefinida- 
mente crecientes de k, 

Supongamos, pues, p>l, y la relación (1) dará, haciendo uso dei teorema de Moivre : 

l = '^ + 2 

p(cos6 + úsen6) — 1 p(cos6^-^.sen 9j + 1 ' p2(cos2e + ^.sen2^)+ 1 ^" * ' 
VOL. II yy 
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y, por consiguient?, 

p cos d — 1 — i p sen d p cos ^ + 1 — '^* p sen d 

p2 — 2p cos (9 + 1 ~~ ^ P"^ + ^ P c<5s (9 + 1 

2(p^cQs 2e + l-^p^sen2e) 4(p^cos40 + l — ^ p^sen 40) 

"* p* + 2p2 cos 2^ + 1 ^ p8 + 2p*cos40-f 1 "+' •" 

Este desarrollo puede desdoblarse en los dos siguientes: 

pcosl9+l 2 (p^ cos 26 + 1) , 



000S6-1 p2 + 2pcos6 + l ' p* + 2p"^ cos 26 + 1 

^ "^ p2-2pcos6+l ) ^ fe(p^^cosÀ;6 + l) 

p2tó_j-2p'^COsM+l '^*" 

sen 6 2p sen 26 



_^ p2 + 2pcos6+l ' p^ + 2p2cos26 + l '** 

^^ p-^-2pcos6 + l kç^^-^^enkd , 

("^ p2/^ + 2p^cos/c6 + l ~^'" 

en las cuales se supone, como antes, que k = 2^. 

4, La fórmula (1) puede originar desarrollos numéricos muy interesantes. Asi, para x= 10, 
por ejemplo, dará 

112 22 2^ 

T^IT"'"IÕl~'"r()ÕÕr"'" 100000001 '^'" 

En esta serie, el número de algoritmos que intervienen en el denominador de cada tér- 
mino, es igual ai valor dei numerador respectivo aumentado en una unidad. 
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VIL 

REMARQUES SDR L'EMPLOI DE LA FONCTIOH p(m) DAMS LA THÉORIE 
DES FOETIONS ELLIPTIQUES. 

Extrait d'une lettre adressée à M. Lerch. 
(Comptes rendus des scéances de la Société Royale des Sciences de Bohême. Prague, 1892). 



. . . Je considere premièrement la fonction snit et je remarque que cette fonction a, dans 
le parallélogramme des périodes 4K et 2^K^5 les pôles iK^ et 2K.-\-{W, et que les résidus 

correspondants sont égaux à — et — 7-, k étant le module de snu, En lui appliquant le 

théorème de décomposition de M. Hermite, en prenant pour ólement simple la fonction Z (u) 
qui resulte de Tintégration de — ^(u)du^ on trouve donc 

1 



et, par conséquent, 



Mais régalité 



donne 



snu = — [Z (u - iK^y— ^ (u — 2K — iK')] + const, , 



^ =y [p^(^.-2K-^K0-p'(^.-^K0]. 



^ w^ L {u — wy 10^ A 

w = ánK + 2m{K^., m, n = 0, ±1, ±2, ..., 



(u — wy 
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Nous avons donc 
d'^snu 2 r^ i „ 1 



Ih L s 

k L {^í-4nK-(2m+l)^KM3 



ou 



du"^ k L )w-4nK-(2m^-l)^K^p jw — 2 (2n + l)K-(:>w-f- IjzK^P J 



í^^^snit _^, 2(— ly 



í^?^^ /^ ^,, _ 25K - (2m + 1) iK']3 

oú la somme E s'étend à toutes les valeurs entières de s et m. 

Du développement, qu'on vient d'obteiiir, de la dérivée du seconde ordre de snit on tire 
le développement de ^nu aii moyen de deux intégrations entre les limites O et u, En posant 

2sK + {2m+l)iK:=w, M=0, ± 1, ±2, . . ., 

on trouve de cette manière, en remarquant que la dérivée de %nu par rapport à u est égale 
à Tunité, le développement connu: 



k ^ ' \ u — w w n 
On trouvera de même les développements connus de cnií, et ànu 



En passant maintenant à nn autre sujet, encore relatif à la théorie des fonctions ellipti- 
ques, je vais vous présenter une manière simple de démontrer Tégalité 

c^ sn w ^ 

■■ cn II dn u . 



du 

Comme la fonction sn^w admet, dans un parallélogramme des périodes 2K et 2iK.\ un 

seul pôle ^K', qui est double, et le résidu correspondant est y^, nous aurons, em appliquant 
le théorème de M. Hermite, 

sn^ u = — p (li — íK^) + const. , 

et par conséquent 

dmu 1 , 

'""''-d^^^W^^''-'^^' 

Considérons maintenant la fonction 

f(ii) = sn it en u dn u. 
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Les périodes de cette fonction sont 2K et 2iK^, et par conséquent elle admet dans un 
parallélogramme des périodes un seul pôle ^K^ et ce pôle est triple. Nous avons donc 

On a premièrement, en vertu d'un théorème bien connu relatif aux fonctions doublem en 
périodiques, Ai=0. Ensuite, Tégalité 

sn (u — íK') cn (11 — iK') dn (u — ^K^) = — sn (iK^ — u) cn (iK^ — u) dn (iK' — i^) 

fait voir que le développement de f{u) ne doit pas contenir de puissances du dégré pair 
de ic—iK'^ et que par conséquent A2 = 0. Nous avóns donc 

A3 = lim (u — iW)^ snu cnu dnu = — — ;- = — -^ • 

J'applique maintenant le théorème de M. Hermite à la fonction /(^í) et je trouve 

sn u cn u dn ii = -^rj-^ p^ (u — ^K') + C , 

et, en déterminant la constante C par la condition d'être nul le premier membre de cette 
égalité quand u = 0] 

De cette égalité et de Tune des antérieures on tire 



du 



- = cn u dn 



u , 
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VIIL 

EXTBAIT D'UM LETTRE ADRESSÉE A M. HERMITE. 

(Bulletin des Sciences matliématiques, 2.^ série, t. XII. Paris, 1888). 



Vous savez, Monsieur, que tous les Ouvrages qui s^occupent de TAnalyse présentent, 
pour le développement en série des intégrales, le théorème suivant: 

A. Si íp(íc), Ui^ u<2, ... so7it des fonctions continues dans Vintervalle (a, h) et si ^ix) 
jpeut être dévelojppée en série uniformément convergente de a jusqu'à h: 

on a^ a et h étant jinies^ 

(f(x)dx = j Uidx-{-, , .-\-j ti^dx-\-. , .-^ j ii^dx -{-,,. 

a a a a 

De ce théorème on tire comnie corollaire le théorème suivant: 

B. Si Cp (og)^ c|j (cc), U{j 1Í2, ... so7it des fonctions continues dans Vintervalle (a, 6) et si cp (x) 
peut etre développée en séne uniformément convergente dans le même intervalle 

çp(a?) =-z^i + 2í2 + ... + % + . .., 
on a 

/b /' 6 /^b y-*b 

cp (x) cj; (x) dx= U{ cjj {x) dx-\-l u^^{x)dx-\- . . .-{-i Ur^ <^ (x) dx -\- , , , 

a a a a 

On peut aussi commencer par établir ce théorème et ensuite en déduire le théorème (A) 
en posant ^{x)=\. Mon but est de vous présenter, Monsieur, quelques remarques pour dé- 
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montrer qu'il est bien préférable d^établir directement le théorème (B) pour profiter de qiiel- 
quês circonstances de sa dómonstration qui restent cachées dans la demonstration du théo- 
rème (A). 

Si Fon represente par R^ la somme 

^^w-fl + %-f-2 + • • •? 

qui est une fonction continue de cc, on pent écrire 

b Çh rb fb 

(f(x)<^(x)ãx = j ui^(x)dx + . . ,-\- Un^{x)dx-\- Uri'^(x)ãx. 

a a a a 

Or, le développement de ç (x) étant uniformément convergent dans Tintervalle (a, ô), on 
peut, quelque petit que soit £, déterminer ni du manière que ] R^^ | <£ pour n>7Zi, dans 
rintervalle considere. Nous avons donc, en supposant a > 6, 

I / R„ cjj (íc) cZío < / I R„ I I c|i (cc) I (ííc < £ / I cjí (x) I ãx 



etj par conséquent, 



fb 

lim / R^ cjj (x) ãx = 0. 

W=GO J 



Donc 

'6 



+ .. 



Cp (a?) cjj (íc) ãx==j wi c[í (íu) ãx-\- j u^^ (x)dx-\-, , »-{~l u^^ (x) ãx 

a a a a 

Voici maintenant les remarques sur ce théorème que je me propose de vous communi- 
quer : 

1° Soient M la plus grande valeur de | R^^ | dans Tintervalle (a^ 6), et L la plus grande 
valeur de | R^c[>(cc) | dans le même inter valle. La demonstration du théorème (A) fait voir que 
la valeur absolue de Terreur commise quand on arrete au terme d'ordre n de la série (2) est 
moindre que lj(b-—a). 

La demonstration du théorème (B) donne cette même expression de Terreur, en j rem- 
plaçant cf (a?) par (f(x)^(x) et cj; (íc) par Tunitó, et encore la suivante: 

M / \/^{x)\ ãx. 
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qui est préférable quand on a 

[ / I cjí {x) \dx<lj{h — a). 



M 



Ainsi, par exemple, si Ton considere Tintégrale elliptique 

dx 



í 



\/(l—x^}{l-k^'x^) 



ovL O < a < 6 < 1 , et si Ton calcule au moyen de n premiers termes de la série 
dx C^ dx , 1 , ^ í^ x^ dx ,1.3^, f^ x^ dx 



j' dx _ r dx 1 ,^ ' x^dx 1.5 r' íc* 

J \/{l-x^){l---k^c^)~J \/í~^^^ 2 J \/r^'^ 2.4 j \/U 



9 



on a les deux expressions de Terreur 



M r^ dx 

: {b — a), M / " = M [are sin b — are sin a], 



ou 



^/l-52 ^ j sJX-x 



^^- 2A.,.2n '' ^ +27477^72^ + 2) ^ •*•' 



et par conséquent 



^, 1.3. ..(271 — 1),^ ,^ 1 

2.4. . .2?2 1 — k^b^ 



Si 6 = 1; la première expression de Terreur est inapplicable, parce qu'elie donne Tinfini 5, 
au contraire, la seconde donne 

M í-^ — are sin a 

De la même manière, si Ton considere Tintégrale 

r^ e^dx 



í 
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ou Q<ia<^b, et si Ton calcule au moyen des n premiers termes de la série 

^^ e^ dx , 6 . -, , y^ — a^ 






1.2.2 



. . ., 



on trouve, en posant cp(íc) = — , cj;(íc) = l, Texpressiôn de Terreur 

(A) L(5 — a), 

ou (O 



n\ (n + 1)! ' (ti + 2)! ' "^ 
et par conséquent 



L< 



n\{n-\-l — h) 



en posant cp {x) --= e^, cj; (íc) = — , Texpression 

X 

(B, m/'íÍL = m|.4 



a 
OU 



et, en posant cp(íc) = -Y, <]^{x) = Xj Texpression 

(C) Ml/ í^ácc = Mi~-^-; 



ou 



On nous avons 



& (log /> — log a) > & — a^ 



(') Nous modifions lei un peu le texte primitif pour obtenir pour le calcul des erreurs des expressions 
plus approchées. 

VOL. II ZZ 
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et 

donc Texpression (C) est préférable à Texpressiori (A) et celle-ci à Texpression (B)» 

2.^ Voici maintenant la seconde considération pour préfórer rétablissement direct du tliéo- 

rème (B). 

En analysant Ia démonstration du théorème (B), on voit qu'il est applicable quand la 

fonction cj; (x) devient inlinie ou discontinue daiis un nombre limite de points de riritervalle 

{cij ò), si les intégrales 

I cj; (íc) I dx, i cp (íc) c|; (x) dx^ / ^ (x) Ui dx^ 

a a a 

sont finies et déterminées. Au contraire le théorème (A) n'est pas alors applicable á la fon- 
ction Cp (íc) cj) (cc). 

Ainsi, par exemple, au moyen du théorème (A), on ne peut pas trouver le développement 
de Tintégrale 

"* dx 



J \/{l-x^){l-k^^x^)' 

au contraire, on peut l^obtenir au moyen du théorème (B), en le généralisant comme on vient 
de dire, parce que les intégrales 

^ dx r^ dx r^ x'"" dx 



s/\-x^ J \/[i-x'){l — k^x^) J s/\-x^ 
o o o 

sont finies et déterminées. 

3.^ Le théorème (A) n'est pas applicable quand les limites a et ò sont infinies. Au con- 
traire, le théorème (B) est applicable, si les intégrales 

I c[> (x) j dx, I ^(x)^ (x) dxj, / cj; (o?) Ui dos^ 

a a a 

sont alors finies et déterminées. 
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IX. 

EXTRAIT D'DNE LETTRE DE M. GOMES TEIXEIRA A I. JULES TAMNERY. 

(BuUetin des scienees mathématigues, 2.^ série, t. XI. Paris, 1887). 
La quantité 

1 —X''' 



inverse de celle que vous avez considérée dans votre lettre à M. Weierstrass (*), donne lieu 
à l'observation suivante: L'identité 

l—x"^' 2(1— íc) 2ct'(l— cc) 2x'''-^{l—x) 



l + CC^^ 2{l-\-x) ' (1 + ÍC) ( 1 + ÍC^) ' ' (1 _]- í^m-l) ^1 4- x^') 

montre que la somme de la série 

m^x 2x'''-'^ {l — X) 



.1 (l+ÍC"^-^)il+íc"^) 

est égale à + 1 ou à — 1 suivant que Ton a 

|,t|<1 ou |cc|>1, 
en sorte que cette série peut jouer le même role que celle que vous avez considérée (^) ; mais 



(í) Weierstrass, Ahhandlungen aus der Fundionenlehre^ p, 102. Cest à M. Seidel (Journal de Crelle, 
t. 73; 1871) que Ton doit d'avoir remarque quelle était la limite de cette quantité pour m infini; voir, à ce 
sujet, dans le tome 22 des Mathematische Annalen, un article de M. Pringsheim. (J. T.). 

(2) ^près M. Schroder {ScMômilcWs Zeitschrift, 22^ année, p. 184). (J. T.). 
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on peut considérer cette série à im aiitre point de vue d'ou elle me parait acquérir une im- 
portance propre. 

Si Ton veut forraer une fonction d'unej|variable réelle qui soit ponctuellement discontinue 
par la méthode de la condensation des singularités de Hankel, il faut construire d'abord une 
fonction qui soit nulle pour íc = O, et qui tende vers deux limites diíFérentes quand x tend 
vers zero par des valeurs positives ou des valeurs négatives : or, sans recourir á la théorie 
des séries trigonométriques, on a une série dont les termes sont des fonctions rationnelles de 
X et qui satisfait aux conditions imposées: c'est précisément la série precedente dans laquelle 
on remplace x par x-^1] la sorame de cette série est égale, quelle que soit la variable réelle x 
supérieure à — 1^ à la limite, pour m infini, de 

l — ix + iy^ 



c'est-à-dire á +1,0 ou —1 suivant que x est négatif, nul ou positif. 



Hosted by 



Google 



X. 

SDR L'lNTÉGRALEr"e-*-cí^. 

O 

Extrait d'une lettre adressée à M. Weyr. 
(Comptes rendus des séances de la Soeiété Royale des Sciences de Bohême. Prague, 1889). 

Voas connaísséz bien la démonstràtion classiqae de la formule 

/30 l 

o 
bafeée sur Tégalité 

í^ dx r e~^'^^'^+f'^xdy=^ ^ dy T e-^^^^+v'-) xdx , 
ou 

On ne trouve pas dans les Ouvrages que je eonnais la démonstràtion rigureuse de cette 
égalité, et je me propose donc de considérer ici cette question 

Comme la fonction xe~^'^^'^+y'^^ est continue dans les intervalles (0. . .a) et (O, . .ò), on a 

(1) rdx íe-^'iHy^^xdy=r- í dy T e-^'i^+f-) xdx , 
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Considérons d'abord le second membi'e de cette égalité. Nous avons 

J V 2j . _ 1+2/^ 2 " 2 j l + r,^ 

ouj en vertu à\x premiei' thêoreme de la moyenne^ 

í dij r V^-(i+^') xdx = — arctg h — -^ e-«^(i+.v?) are tg ò, 
o o 

oú y{ represente nne quantité comprise entre zero et 6. 
Donc 

(2) lim C dy f V^-(H2/2) ^clx = -^ • 

O O 

Considérons maintenant le premier membre de Tégalité (1). Nous avons 

rdx í e--^''i'^-^y')xdy= ^'dx í e-^^^^^+v^^ xdy-\- Tdx Ç e-^^^^-^-y^) xdy , 



a o 



oii a represente une quantité comprise entre zero et a ; et par conséquent, en vertu du pre- 
mier thêoreme de la moyenne^ 



dx e-^^i^+y'^xd,y= e-^^^Xidy. e-'^^dx+ e-^yx^dy. e-^^dx, 

o o: 

OU Xi represente une quantité comprise entre zero et a, et x<^ une quantité comprise entre a 
et a. En posant, dans cette formule, X\y = Zi et íC23/==^2, on trouve 



dx e-^^ i^-ry'') xdy = e-'l dzi . e-''-dx+ e~ 'l dz^^ . / e-^" dx , 

o ^ 

d'oú Ton tire 



lim / dxi e-^^^:^^y'-^xdy= e-^~dx.]\m e^-^^-dx^- e-^-dxJ e-^-^dx. 



o o o o o « 
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Si maintenant on fait tendre a vers zero et si on remarque que rintégrale j e~^^dxtend 
vers zero et que Tintégrale / e~^~dx est finie, on trouve 



{3} 



O 



lim r dx f e-^^^^^-^y^-^xdfj^ 

«, b=x J J 

O O 



e—^^dx 



]'■ 



Les formules (2 et (3) montrent que les deux membres de (1) tendent vers des valeurs 
déterminées, quand a e b tendent vers j'iníini; et, de-là on conclut, puisque ces limites doi- 
vent être egales, 



é~^^^ dx 






€e qu^il s'agissait de prouver. 
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XI. 

SUR UNE FONCTION SDMÉRIQUE. 

(Intermédiaire des mathématieiens, t. XII. Paris, 1905). 
Considérons la fonction 

OU n et T sont entiers 

Montrer que f{n, r) = O quand r<^n et que /(n, n) = n\ , 
Quelles sont les valeurs de f{n^r) pour r^n-\-l^ ^í-}-2, . . .?(*). 






Soit 



On a 



f{n,r)^nr-n{n-lY+ ''^K2^^ (^-2/-. 






ou 



et il suffit que Ton forme la dérivée d^ordre ?• du produit cc" cp (ít?), au moyen de Ia formule de 



(1) Question proposée par M. E. B. Escott dans V Intermédiaire des mathématiciens^ t. xr^ p. 261. 
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Leibnitz, et qu'on pose ensuite íc = 0, pour obtenir les égalités 

f(n, n) =nl, 
(I) /(n,7^ + ^)^('' + ')7^!cp(0(O). 

Cette dernière égalité donne 

f(n, n-\-l) = \^ ^ )~~2~' 



f(n,n + 2) = (^' ^ jnlní^^ + j^j, 



La. valeur de cp^^^ (íc), pour cc==0, qui entre dans la forroule (1), peut être calculée de Ia 
manière suivante : 
On a 



cp (cc) = S - 



a ! p ! 7 ! 8 ! . . . 
ou a, p, Y, ... représentent les solutions entières, positives et nuUeS; de l'équatioii 

et, par conséquent, 

tp(') (0) = El ^llll^ . , 

a!p!Y!...(2!)P(3!)'... 

ou Si doit s'étendre aux solutions entières, positives et nuUes, d&s équations 

p + 2Y + 3ã + ...==iV 



VOL. 11 AAa 
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XII. 



SOBRE A REPRESENTAÇÃO DA FOKCÇÃO logr {x) POR DM INTEGRAL DEFINIDO. 



(BI Progreso matemático, t. I. Zaragoza, 1891). 



Serret no seu Calcul integral (p. 172-176) deduz do integral de Cauchy : 



^ ^ 1 — 6 ^ J a 



ou, pondo a = — logí^ 

(1) 

a egualdade de Gauss 

(2) 



\ogV{x)= C 



1-F-l 

1— r' 



-xA^-l 



dt 



logí 



Y(x)= lim 



1.2.. .?2n^ 



n^^ x{x-\-l). , ,(x-\-n) 



Corno porém esta egualdade se demonstra de um modo muito simples sem a consideração 
do integral de Cauchy^ julgamos preferível deduzir d'ella este integral, como vamos ver. 
A egualdade (2) dá 

logr(cc)= lim íclogn + log(1.2 .-. . ?i) — logíc — Ig (^+ 1) — . . . ~log(íc + ^) 

71=00 L —1 



ou por ser 



l0gn = l0g— + l0gy + ...+ l0g^^-^ 



logr(cc) = lim 



ogY + í^iog-y + .. • + ^^^^:;^j 



+ log — +log 



íf+i 



log 



cc + n. 
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Temos porém 



Logo 



Mas 



Será pois 



■»4=/^ 



^Cí-l 



logt 



dt. 



lo2r r (x) = lim X / ãt4-x t dt + . . . 

O O 

J log^ ^J iogí V logí 

o o o 



logí ^ ^J logt 

o o 



áí 



l^{"'fwf^' + ' + '' + ---+''"'^'' + J 



]ogt 



dt 



+f^^^'+'+---+''-'^''] 



ii-t + t^ + ... + t^-^-. 



1 t^-^ 



1-t 1-t 

1 t^ 



logr(íc) = lim 



.1 á/^ 



,i 1 _ í^-i 



■ ^ f -T h r — 1 dt+ f — dt 

J logt ^J logt ^J {l~-t)logt 

o 



n^(t—l) t^-^ dt ^^ (1 — t^) V' dt ~\ 
^j {l-t)logt j (l-í)log7"| 



ou 



iogr(a.) = /[^^ 






-cc+l 



(ií 



logí 



4 



hm í ?5'^-i , .7, í^?^. 



O ultimo integral que entra nesta fórmula dá, attendendo ao primeiro theorema da media, 

(í-l)logi 



J (t—l)\ogt J n 
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K representando um numero que não é superior ao maior nem inferior ao menor dos valores 
que toma a funcção 

(í-l)iogí 

quando t varia desde O até 1. Como esta funcção é finita neste intervalio e — tende para 
zero quando n tende para o infinito, temos 



o 
e portanto 



.=00 j (t-l)\0gt 



i.gr(.)=/*[l-^^-.+i]-5|^ 

O 

que é o resultado que pretendíamos demonstrar. 



? 
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SUR DEUX lANÍÈRES DE COMSTRUIRE LES SPIRIQUES DE PERSEDS. 



(AreMv der Mathematik und Physik, III Heihe, t. XI. Leipzig, 1906). 

On trouve daiis le tome il; p. 52, de Tédition des Oeuvres de Huygens publiée par la 
Société hoUandaise des Sciences une iettre de Sluse à Hujgens dans laquelle il donne une 
móthode pour construire les spiriques de Perseus au moyen d'une hyperbole équilatère. Nous 
allons nous occuper de cette méthode dans le premier chapitre de ce travail pour en donner 
une démonstration algébrique et indiquer quelques résultats qui s'y rapportent. 

Dans le second chapitre nous donnons, pour la construction des mêmes courbes^ une 
méthode bien plus simple que celle de Sluse, puisque, au lieu d'une hyperbole, nous em- 
ployons une circonfórence et nous dérivons chaque point de la spirique de chaque point de 
la circonfórence, comme Sluse les derive de 1'hyperbole, au moyen de la construction d'une 
moyenne géométrique entre deux segments de droite. 

Les résultats obtenus dans ces deux cliapitres sont étendus dans le troisième chapitre aux 
sections de la surface engendrée par une ellipse, par une hyperbole ou par une parabole 
quand elle tourne autour d'une droite placée dans son plan et perpendiculaire à Tun de ses 
axes. 



Siir une métliode de Sluse pour eonstruíre les spiriques de Perseus 
au moyen d^une Iiyperboleo 

Ic On sait que Téquation des spiriques de Perseus est la suivante : 

(1) {x"- + ^2 ^ Z^ -)- C2 _ W) = AP (X'2 + c"-), 

OU R represente la rayon de Ia circonférence méridienne dii tore auquel appartient la spirique 
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considérée, c la distance du plan qui la contient à Taxe de la surface et l Ia distance du 
centre de la cirdonférence rapportée au même axe. 
En posant dans cette équation 

\ étant une quantité constante, on obtient la transformée suivante: 

(.x^í - 3/2 + X?/i + P + c2 - R2)2 ^ 4P (x^ + c2) == o, 

et nous allons chercher les conditions pour que cette équation represente deux coniques. 
Pour cela, le premier membre de cette équation doit ctre réductible à la forme 

(^2 + Atjl+Byi + C) (x^ + A't/f + B'?/ + C% 
ce qui donne les équations de conditioii 

AA'=1, A + A' = -2, 
C + C' = 2{c^-l^-W), 

B + B' = 2>., 

BB' + A'C + CA' = ^2 _ 2 (Z2 ^ c2 - R2), 

B'C + BC = 2X {P + c2 - n^), 

AB' + BA' = -2L 

Or, les deux premiares équations donnent 

A = -l, A' = -l; 

la troisième et la quatrième donnent 

C' = c2-Z2_E2_2ffi; 
ensuite la cinquième et la sixième donnent 

B = l-2l, B' = l + 2l, 
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et eníin la septième donne 

X = 2R. 

La dernière équation n'est pas distincte des precedentes. 

Donc le lieu considere se rédiíit à deux coniques quand X = 2R, et les équations de ces 
coniques sont les suivantes: 

(3) x''~yl + 2(R-l)7ji + c'--P-W+'2lR = 0, 

^^ _ y2 + 2 (E + 1) iji + c^ - Z^ - R2 _ 2ZE ^ 0. 

Ces deux équations peuvent être reduites à Ia forme 

(4j yl-x^- = C^, 

en posant dans la première ^i = z/2+R— ^ et dans la deuxième y{ = 3/2 + R + ^- Elles repró- 
sentent donc deux hyperboles óquilatères dont les axes sont égaux à 2c^ ayant la première 
le centre au point (O, R — /) et Tautre au point (O, R+Zj. 

En changeant dans fanalyse precedente la valeur de B contre celle de B^, c'est-à-dire en 
posant 

B-:X + 2Z, B' = A-2Z, 

on trouve deux nouvelles hyperboles, symétriques des precedentes par rapport à Taxe des 
abscisses, qui correspondent à X = — 2R. 

On conclut de tout ce qui precede qu'il existe quatre hyperholes ég ales i^W^^ que à chacun 
de leurs points correspond un point de la spirique considérée lequel est lié à celui-là par la 
relation(2), ou X=-2R ou X=— 2R. 

Ce résultat pouvait être prévu, puisque le second membre de Téquation (2) ne change pas 
de valeur quand on y remplace yx par X—yi^ ni quand on y remplace X par — I et yi par 
— ?/i. Cette circonstance fait encore voir quOj.pour obtenir tous les points de la spirique, i! 
ne faut pas d'employer plus d'une des hyperboles considórées. 

2. II resulte de la relation 
(5) f = (2R~y.>)y, 

que les points de Fhyperbole auxquels correspondent les points réels de la spirique sont ceux 
qui sont compris entre les droites représentées par les équations 

yi = 0, 2/.=2R. 

VOL. II BBB 
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1.*^ Si les deux droites coupent une même branche de Thjperbole, la courbe est formée 
par deux ovales extórieurs Fun à Tautre. 

2.'^ Si une seule de ces droites coupe Thyperbole, la spirique se réduit à un ovale. 

3.*^ Si Tune des deux droites coupe la branche supérieure de Thyperbole et Tautre la 
branche inférieure, la spirique est formée par deux ovales dont Tun est á Tintórieur de Tautre. 

Dans tous ces cas ies sommets de la spirique correspondent aux points ou les droites 
coupent rhyperbole et aux sommets de cette courbe compris entre les droites. 

Les conditions pour que les droites considérées coupent Thyperbole peuvent être traduites 
par des inégalités, que nous ne nous arrêterons pas à déduire, lesquelles coincident avec les 
conditions connues pour que la spirique ait une ou deux branches. 

3. Si Ton pose dans Téquation (5) y^ = R, il vient ?/ = + R. On voit donc que la spirique 
et rhyperbole se coupent dans les points correspondants à ?/i=R, lesquels sont réels quand 
à ?/i=R correspond un point réel de Thyperbolej c'est-á-dire quand c^/. 

D'un autre côté, les points oíi les ordonnées de la spirique passent par une valeur ma- 
xime sont donnés par Téquation 

(?/l— R)?/'i=:0, 

qui resulte de (5), dont une solution est y\ =R. 

L'hyperbole passe donc par les deux points de la spirique/ symétriques par rapport à 
i'axe des ordonnées, ou les ordonnées de cette courbe ont une valeur maxime. 

4. On peut tracer les normales à la spirique considérée au moyen des normales et des 
tangentes à Thyperbole. En effet, Téquation (5) donne la suivante 

yy^ = l\y'i—yiy\, 

qui determine la sous-normale de la spirique au pomt (x, ?/), quand on connaít la sous-normale 
de rhyperbole.au point cori'espondant (íc, y[) et le segment de droite^ dépendante de la tan- 
gente à rhyperbole au même point, represente par R?/i . 

5. Les hyper boles qui correspondent aux di verses valeurs de c^ c^est-à-dire aux diverses 
sections du tore, forment une surface dont Téquation est la suivante: 

«=\- y\ + ^, + 2 {II -l)y,={n-lf. 

Cette surface est donc un cone de révolution, dont Taxe coincide avec Taxe du tore, et 
qui coupe cette surface dans son équateur et dans le cercle parallèle plus élevé. 

II en resulte que à chaque point du cone represente par Téquation precedente correspond 
un point du tore lié au premier par les relations 

x=^x^^ 3^/2 = (2R—?/i) 3/1, z = Z[, 
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Siir une niaulère de coustruire les spiriques de Pcrseiis 
aii moyeii d'iine circonférenee. 

6. On vient de voir que, dans la méthode de Sluse, les points de la spirique sont deri- 
ves de ceux d'iine hyperbole au moyen de la construction d'une moyenne géométrique entre 
deux segments de droite. Nous allons donner maintenant une autre méthode, plus simple 
que la precedente, pour construire la spirique considérée, dans laquelle on déduit chaque point 
de cette courbe d'un point correspondant d"une circonférence en construisant aussi une moyenne 
géométrique entre deux segments de droite. Cette méthode se presente d'une manière três 
naturelle, mais nous ne i^avons pas trouvée dans les travaux sur les spirique que nous avons 
pu voir. 

Considérons encore Téquation de la spirique 

(^2 _^ ^2 ^ ^2 _|_ c2 _ R2)2 _ .^p (^2 _|_ ^2) 

et posons 

g C) 0) 

II vient 

(6) (xi±iy'+f==R^ 

On voit donc que la relation precedente transforme la spirique considérée en deux cir- 
conférences de rayon égal à R, ayant leurs centres aux points (+ 1^ 0), et que à chaque 
point (ocij y) de ces circonférences correspond un point de la spirique, ayant la même ordon- 
nóe et une abscisse égaíe á la moyenne géométrique entre xí~g et X[-\-c. II convient de 
remarquer que, pour faire la construction de la courbe, il sufíit d'employer une des circonfé- 
rences considérées, puisque la courbe est symétrique par rapport à Taxe des ordonnées. 

On trouve aisément la forme que la spirique prend dans les divers cas qui peuvent se 
présenter. 

1.^ Si les circonférences ne coupent pas i'axe des ordonnées (tove couvert) et la droite 
représentée par Téquation x = c est comprise entre ces circonfé]'ences, la spirique est formée 
par deux ovales, qui ont quatre sommets sur Taxe des abscisses, lesquels correspondent aux 
points ou les circonférences considérées coupent cet axe. Aux quatre points oii les tangentes aux 
circonférences sont parallèles à Taxe des abscisses correspondent quatre points ou les tan- 
gentes à la spirique sont parallèles au mêtne axe. 

2.^ Si le toreest ouvert et la droite íí? = ccoape une des circonférences, la spirique se réduit 
à un ovale, qui a deux sommets sur Taxe des ordonnées, lesquels correspondent aux points 
ou cette droite coupe la circonférence considérée, et deux sommets sur Taxe des abscisses. 



Hosted by 



Google 



412 



qu'on obtient corame au cas précédent. Si la droite conpe la demi-circonférence plus pro- 
chaine de Taxe des ordonnées, la courbe a quatre points ou les tangentes sont parallèles à 
Í'axe des abscisses, qui correspondent aiix points des circonférences ou les tangentes sont pa- 
rallèles à cet axe. Mais, si la droite coupe Tautre demi-circonférence, ces points devienent 
imaginaires. 

3.*^ Si le tore est ouvert et une des circonférences est comprise entre Paxe des ordonnées 
et la droite x = c^ la courbe est imaginaire. 

4.^ Si les circonférences coupent Taxe des ordonnées {tore fermé)^ la spirique est formée 
par deux ovales, quand les droites x = c qí x = — c coupent Tune des circonférences considé- 
rées, par un seul ovale, quand une seul de ces droites coupe cette circonférence, et elle est ima- 
ginaire quand ni Tune ni Tautre la coupent. On determine les sommets de ces ovales et les 
points ou la tangente est parallèle à Taxe des abscisses comme dans les cas précédents. 

1, On peut tracer d'une manière três facile les normales à la spirique au moyen des nor- 
males aux circonférences considérées. En eífet, on a 

X -y— = X[ — z— i 

áy dy 

et, par conséquent, les sous-normales de la spirique et de la circonférence, par rapport à 
l^axe des ordonnées, sont égales. Les normales à ces deux courbes aux points correspondants 
coupent donc Taxe des ordonnées dans le même point. 

8. Les circonférences qui entrent dans les constructions precedentes ne dépendent pas 
de c, et sont égales à la circonférence méridienne du tore considere. De là et de ce qu'on 
vient de dire au n.^ 7 il resulte que les normales aux diverses spiriques qui correspondent 
aux valeurs données à c^ menées par les points ou elles coupent une droite parallèle à Taxe 
cies abscisses, coupent Taxe des ordonnées en deux points, Tun qui correspond aux points des 
spiriques oíi la convexité est tournée vers le cote des abscisses positives et Tautre qui cor- 
respond aux points de ces courbes qui ne satisfont pas à cette condition. 

II resulte de ce qui precede que, si un plan se déplace parallèlement à un plan fixe qui 
passe par Taxe du tore, les normales aux spiriques qui en résultent, aux points du même 
parallèle de la surface, se coupent surdeux droites qui passent par Taxe du tore et sont 
perpendiculaires à cette axe. Les lieux géométriques de ces normales sont donc des conoides. 

On trouve facilement Téquation de ces conoides. 

En eífet, Téquation des normales aux spiriques qui correspondent au même point (a, |3) 
de la circonférence considérée ci-dessus est la suivante : 

xY {P - p2 _ a^ -f R2) _^ j3X (a^ + 132 + Z2 _ R2^ _ 2P x^, 



ou X-- 



/a2-< 
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Si Ton represente dono par oé ^ y\ ^ les coordonnées d'un point quelconque de la surface 
dont on veut chercher Téquation, on a 

CCy (/2 _ p2 _ ^2 -1- R2) _j_ p^/ (^2 _|_ p2 _^ ^2 _ R2j _ 2Z2 í^P . 

Mais, comme le point (x^ p, ^) doit être placé sur le tore, on a 

ix^ + P2 + Z2 + ^'2 _ Ji2)2 _ 4^2 (^2 4_ ^/2)^ 

En éliminant maintenant x entre cette équation et la precedente, on obtient l'équation 
demandée. 

On peut donner á cette équation sa forme plus simple en transportant Torigine des 
coordonnées au point dont les coordonnées, rapportées aux axes primitifs, sont (O, o, 0), en 
supposant 



^2_p2_^2_|_I^2 



On trouve alors 



K2(:íi] -}-p2 + Z2 + ^^2_K2 



= 4^2 






ou 



K^ 



P(a2+p2_|_^2_R2) 



^2_32_^2_|_Rá 



A ce qui precede nous ajouterons encore que les tangentes aux spiriques placées sur les 
plans parallèles au plan fixe mentionné ci-dessus, aux points du même parallèle du tore, for- 
raent des cylindres tangentes à cette surface en tous les points de ce parallèle. 



Sur rexteiislon des méthodes i}réeédeiites à qiielqiies autres courbes. 



9. Tout ce qu'on vient de dire dans les n.^*^ précédents est applicable à la courbe défi- 
nie par Téquation 

(7) ix^ + 3/2 + P-c^- Wf = 4.P (x' - c2), 

qui ne diffère de (1) que par le signe de c^. Ainsi on peut construire cette courbe au 
moyen de Thyperbole 

,2_,,2 = ^2 



X^ — 



y-2 
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conjuguée de celle qui a été considérée précédemment, et au raoyen de la relation 

et on peut la construire aussi au moyen de la circonférence 
et de la relation 

La courbe représentée par réquation (7) peut être considérée comme la section du tore 
par le plan imaginaire y=c\/ — 1. Ses points réeis correspondent aux points imaginaires du 
tore. On peut Tappeler pseuão-sj)irique. 

10. Tout ce qu'on a dit précédemment á Tégard des sectioris du tore peut être étendu 
aux sections de la surface engendrée par une ellipse, quand elle tourne autour d'une droite pla- 
cée dans son plan et perpendiculaire á Pun de ses axes. 

L'équation de ces sections est la suivante: 

(«2 f -+b^-x^ + 52 c2 + b^P- a^ h^f = áM P {x^- -f c% 

a et b étant les demi-axes de Tellipse, l la distance de son centre à Taxe de révolution et c 
la distance du plan de la section au même axe; et Ton voit, en procédant comme dans le cas 
des spiriques, que ces courbes peuvent être construites au moyen de Thyperbole. 

b^x^-~a^^yl + 2ab(a~l)yi + b'-ic'--'{l-ay] = 
et de la relation 

2/2 = {2b - 3/i) yi , 
ou au moyen de Tellipse 

a^-tf + b^Xi-lf^aH^ 
et de la relation 

0) 0) OJ 

/y>jJ /VíA />•< 

l 

Les conséquences de ces constructions données précédemment pour le cas des spiriqu s, 
peuvent être étendues facilement aux courbes plus générales qu^on vient de definir. 

11. En changéant dans ce qui precede b^ en — b'^ on trouve des résultats applicables 
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aux sections de la surface engendrée par le movement d'hyperbole autour d^une droite placée 
dans son plan et perpendiculaire à Tun de ses axes. 

12« Une des constriictions qa'on vient de considérer est aussi applicable aux sections 
dé la surface engendrée par la parabole 

quand elle tourne autour de Taxe des ordonnées, par des plans parallèles á l'axe de révolution. 
II est facile de voir que Téquation de ces courbes est la suivante: 

et qu'elles peuvent donc être construites au moyen de la parabole 

y^ = 2px\ + qi 
qui coincide avec la parabole donnée, et de la relation 

rviÀ rfiÀ pÀ 

1 
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II. 



SUR UNE PfiOPRIÉTÉ DE LA STROPHOÍDE 
ET SUR LES CUBIQUES QUI COÍEIDEHT AVEC LEURS CISSOÍDALES 

(ITouvelles Annales de Mathématiques, 4.® série, t. VI. Paris, 1906). 



Nous allons donner, dans la première partie de ce travail, une propriété de la strophoíde 
qui nous parait interessante et qni n'a pas été encore remarquóe^ croyons-nous. Ensuite, en 
généralisant le résultat obtenu^ nous chercherons ies cubiques qui coincident avec les cissoi- 
dales d'elles-mêmes et d^une droite ou d'une circonférence. 



I. 



Rappelons d'abord un théoreuie de M. de Longchamps dont nous ferons usage. Ce tliéo- 
rème a été obtenu par une voie purement géoraétrique par ce savant géomètre; mais on peut 
le démontrer aussi clairement par Tanalyse, comrae on va voir. 

Consiãérons une courhe quelconque C, une droite D et uwpoint O, non situe sur cette droife^ 
et menons par O une autre droite arhitrnire Di, Soient R e^ S les ]points ou Di coupe la courhe 
et la droite D, res2Jectivemenf ; pi et p^ les vecteurs de ces points, rajoportées à F origine O, et M 
un point de Di dont le vecteur p soit égal à la différence p2 — pi. Le lieu des positions que M 
prend quand Di varie^ en passant toujours par O, est une courhe nommée^ comme on sa< % 
cissoidale de la courhe C et de la droite D p)^^ rapport au point O, que nous nommerons pô 

Cela pose, prenons pour origine des coordonnées le point O, etpour axe des abscisses la pt - 
pendiculaire à D qui passe par ce point, et représentons par 6 Tangle forme par Di avec c et 
axe, par (íc, y) les coordonnées de M, par (í(?i, yi) les coordonnées de R et par ala distance 
de O à la droite D. On a alors 

x = a — pi cos 6, 2/ = a tang 6 — pi sin 6, 
Xi = pi cos 6, ?/i = pi sin 6 ; 
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et par conséquent les équations de la tangente à la cissoidale au point M et de la tangente 
à la courbe C au point R sont les suivantes : 

^a pi 2 a^ 



cos^ ( 



(pi sln — pi cos 6 ) ?/ + Pi sin (9 + pi cos d ^-^ x = ^ — pj 

^^ ^ ^ ^ y ^ eos^ 6/ cos a ^ 

(pi cos 6 — pi sin 6) ?/ — (pi cos d -{- pi sin d)x = — p^ 

oú pi represente la dórivée de pi par rapport à 6. 

On voit, au mcyen de ces équations, que les coordonnées ?/i et ?/2 des points oú ces tan- 
gentes coupent la droite D sont dóterminées par les équations 

2(1 pi — p] cos 6 — a cos 6 (pí sin 6 + pi cos 6) 
^ (pi sin — pi cos ôj cos 6 

p^ — a (pi cos + pi sin 6) 
pi sin ^ — pi cos 6 

On a aussi, en représentant par yz Tordonnée du point oú la droite Di coupe D, 

?/3 = a tang 6. 
II resulte de ces équations Tidentité 

au moyen de laquelle on voit que la droi^.e qui passe par O et par le point (x^ y) de la. cis- 
soidale coupe la droite donnée D en un point équidistant de ceux oii elJe est coupee par ia 
tangente à la cissoidale au point (cc, y) et par la tangente à la courbe C au point (cci, yi), 

Ce théorème est celiii que nous nous proposions de démontrer analytiquement. II a été 
CG umuniqué en 1885 par M. de Longchamps à TÂssociation française pour Tavancement des 
sc.ences, au Congros de Grenoble. 



JI. 



Appliquons maintenant ce théorème à la stroptioide. 

Considórons une droite L, et deux points A et B, dont le prenaier soit situe sur cette 
droite. Si parle point B on mène des droites qui coupent L, et si Fon prend sur chacune, á 

VOL. II CCC 
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partir du point K crintersection, deux segments KM et KMi tels qu'on ait 

KM = KMi = KA, 

le lieii des points M et Mi qu'on obtient est, comme on sait bien, une strophoide (^). On sait 
aussi que la distance du point B á la droite L est égale à la distance de L à Tasymptote 
réeile, laquelle est parallèle à L. On a donc, en représentant par H le point d'intersection 
de la droite MMi avec cette asymptote, 

BM-[-BMi==2BK = BH. 

On voit au moyen de cette relation qu'une partie de la cubique considérée est la cissoí- 
dale de Tautre partie et de Tas^mptotCj et que, par conséquent, les tangentes à la strophoide 
aux points M et M| coupent V asymptote en deux points équidístants de celui oiX elle est coupée 
par la droite BK. 

Ge théorème est celui que nous nous proposions d'établir: il en resulte les corollaires 
suivants : 

1^ La tangente à la strophoide au point B passe par le point ou cette cuhique coupe son 
asymptote réeile. 

2^ Les deux points de la strophoide ou la tangente est parallèle à V asymptote réeile sont 
situes sur une droite qui passe par B. 



III. 



La strophoide n'est pas la seule cubique qui jouisse de la propriété de c^nncider avec une 
<;issoidale d'elle-même et d'une droite par rapport à un point de la cubique. Nous allons 
chercher les cubiques qui satisfont à cette condítion. 

Prenons pour origine des coordonnées le pôle de Ia cissoídale et pour axe des coordonnées 
une parallèle á la droite donnée, et considérons Téquation générale des cubiques: 

Áx^ + Bx^y + Cxy^- + D^^ _|_ e^2 _j_ Yxy + G?/^ + Híc + K?/ = O 
ou, en posant 

ce = pcos6, 3/=psin6; 

(1) On peut voir la théorie de çette cubique dans notre Tratado de las curvas especiales notahles, ouvrage 
■couronné et publié par rAcadémie des Sciences de Madrid (Madrid, 1906, p. 16). 
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pour la rapporter aux coordonnées polaires, 

(A cos^ d + B cos^ d sin 6 + C cos sin^ d -\- D sin^ d) f 
+ (E cos^ e 4-. F cos 6 sin 6 + G sin^ ^) p + H cos 9 + K sin d = 0. 

En représent.ant par pi et p-2 les racines de cette équation, on a 

E cos"2 19 -4- F cos^ e sin í9 + G sin^ 9 



pi + p2 ■■ 



A cos^ O + B cos"^ Ô sin 6 + O cos d sin^ ^ + D sin^ 



Supposons mainteiiant que Téquation de la droite donnée soit x==a^ ou en coordonnées 
polaires 

^ cos o 

La condition pour que la cubique coincide avec la cissoidale d'elic-menie et de cette 
droite, c'est qu'on ait identiquement 

pi + p2 = p', 

OU, par conséquent, 

E + F tang (9 + G tang^ Ô == - a (A + B tang ^ + C tang^ ô + D tang^ Ô), 
quelle que soit la valeur de 9. Cette condition est dono exprimée par les équations 

E = -aA, P=.-aB, G = -aC, D -= O, 
au moyen desquelles on voit que Téquation de la cubique doit avoir la forme 

(Acc2 + Bxy + Qif) {x - a) + Hx + K^J = 0. 

On peut donc énoncer le théorème suivant: 

La condition pour quune cubique soit la cissoidale d^elle-même et d^une droite est qutme 
de ses asymptotes coincide avec cette droite et que les deiix autres se coupent en un point de la 
cuhique, Ce point est alors le pôle de la cissoidale, 

II resulte de ce qui precede cet autre théorème, qui contient celui relatif à Ia strophoide^ 
précédemment énoncé : 

Si deux asymptotes d'une cuhique se coupent en ttn point de cette courhe^ et si par ce point 
on mene une droite quelconque D, les tangentes à la cubique aux points ou elle est coupée par 
cette droite rencontrent la troisieme asymptote en deux points équidistants du point d^ inter section 
de D avec cette dernière asymptote. 
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Une classe três importante de cubiques auxquelles ces thóorèines sont applicables est celle 
des cubiques circulaires qui passem par leur foyer singulier. Cette classe de cubiques com- 
prend, en eíFet, les cubiques considéróes par Yan Rees et Chasles dans leurs études sur les 
focales du cone de base circulaire oblique [Correspondance maihématique de Quetelet^ t. v e vi). 



IV. 



Voici encore une autre question analogue à la precedente : 

Chercher les cubiques qui sont cissoidales d^elles-mtmes et d^une circonférence par ra'pport 
à un point oii la cubique et la circonférence se coupent 

En prenant ce point pour origine des coordounées et la droite qui passe par le centre de 
la circonférence pour axe des' abscisses, Téquation polaire de cette cdurbe est 

p'^ = 2acos6, 
et ridentité 

pi + p2 = Ç" 

donne, au moyen d'une analyse serablable á celle qni fut employée précédemment, les condi- 
tions 

E = -~2aA, F^-2«B, E == 2aC, F^-2aD, G = 0. 

L'équation de la cubique doit donc avoir la forme 

(^2 _|_ ^2 _ 2ax) (Ax + Bij) -f Híc + Ky = 0. 

Nous avons lo théorènie suivant: 

Les conditions pour quune cubique soit cisí^oidale dUlle-meme et d\ine circonférence par 
rapport au point ou ces courbes se coupent sont les suivantes : 1° que la cubique soit circulaire; 
2® que le pôle coincide avec le point ou la cubique est couipée par son asymptote réelle; 3*^ que 
le centre de la circonférence coincide avec le foyer singulier de la cubique. 



FIM DO VOLUME SEGUNDO 
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